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Abstract: We investigate  the  direct   violation in  the  decay    incorporating the  -
mixing mechanism. The integrated mixing intensities   and   are calculated using meson masses and coupling
constants extracted from various theoretical models and experimental data, yielding values of appreciable magnitude.
We find that when the invariant mass of the   pair lies near the   resonance, this isospin-breaking mech-
anism can enhance the   asymmetry. The enhancement is particularly pronounced when the   carries a sig-
nificant   quark component and the   and   mixing angle is approximately  . After accounting for
non-factorizable effects, we find these corrections tend to partially cancel the leading-order contributions, resulting
in  a  suppression  of  the    violations  relative  to  the  naive  factorization  predictions.  It  is  emphasized  that  the

-  mixing mechanism should be taken into account in both theoretical and experimental studies of 
violation in B or D meson decays.
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I.  INTRODUCTION

Charge-Parity (CP)  violation  is  a  fundamental   phe-
nomenon  in  particle  physics  with  direct  implications  for
the  observed  matter-antimatter asymmetry  of  the   Uni-
verse.  First  established  in  neutral  kaon  decays  in  1964
[1],  it  remains  a  central  subject  of  investigation  within
and beyond the Standard Model (SM). In the SM, CP vi-
olation originates  from the  irreducible  complex phase  of
the  Cabibbo-Kobayashi-Maskawa  (CKM)  matrix  [2,  3],
which governs quark-flavor mixing via the weak interac-
tion.

B±→ π±π+π−

B±→ K±π+π−

In recent years, the LHCb collaboration has observed
larger localized CP asymmetries in the Dalitz plot of the
B  three-body  decays,  notably  in    and

 [4]. These asymmetries can be attributed to
interference between  decay  amplitudes  from  nearby   res-

ρ−ω a0
0(980)− f0(980)

D±→ π±π+π−

D+→ π+π0π0

onances  of  different  spin  [5].  Meanwhile,  isospin-break-
ing  effects,  such  as    mixing  and 
mixing [6−10], also constitute important mechanisms for
exploring CP violation. CP violation effects in D mesons
are small, and the SM provides clear predictions for them.
By  precisely  measuring  CP  violation  in  D  mesons,  we
can test the accuracy of the SM, explore new physics, and
gain  a  deeper  understanding  of  the  non-perturbative  ef-
fects  of  strong  interactions.  The  LHCb  collaboration
measured  CP  violation  in  the  three-body  decay

  [11]; no  localized  or  overall  CP asymmet-
ries were found with high-statistics data. The BESIII col-
laboration  also  analyzed  the  amplitude  of 
and  measured  CP  asymmetries;  the  results  show that  no
evidence  for  CP  violation  is  observed  [12]. As   demon-
strated  in  the  aforementioned three-body decay  channels
of  B  mesons,  localized  CP  asymmetries  in  phase  space
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a0
0(980) f0(980)

a0
0(980) f0(980)

a0
0(980) f0(980) KK̄

a0
0(980) f0(980)

J/ψ→ ϕ f0(980)→ ϕa0
0(980)→ ϕηπ0

χc1→ a0
0(980)π0→ f0(980)π0→ π+π−π0

a0
0(980) f0(980)

D±→ π±π+π−

can be enhanced by the interference between different in-
termediate  resonances,  and  the  same  mechanism  should
also apply to D meson decays.  Interference between dif-
ferent  resonances,  such  as    and  ,  has
already  been  studied  in  three-body  decays  of  D  mesons
[13], while the scalar type isospin breaking effect has not
yet been investigated. Drawing inspiration from these, we
will  investigate the effects of the  -  mixing
mechanism on D meson decays. The theoretical proposal
of the  -  mixing effect  can be traced to the
late 1970s [14]. This isospin breaking effect results in an
8 MeV mass difference between the charged and neutral
kaon thresholds when   and   decay into  .
Over the years, the  -  mixing has been thor-
oughly  investigated  across  various  processes  and  from
multiple perspectives [15−35]. The first experimental ob-
servation of this effect was made by the BESIII collabor-
ation  in  the  decays 
and    [36].  Simil-
arly  to  B  decay,  we  expect  that  -   mixing
could lead to magnified CP violation in the 
decay.

D±→ π±π+π− a0
0(980)− f0(980)

a0
0(980)− f0(980)

A  study  of  the  direct  CP  violation  in  the  decay
  with    mixing  is  presented

within the framework of the naive factorization approach.
The organization of this paper is as follows. A brief over-
view of the   mixing mechanism is given
in  Sect.  2.  The  formalism  for  the  decay  amplitudes  and
the CP violation calculation is developed in Sect.  3.  Nu-
merical  results  are  presented  in  Sect.  4,  and  a  summary
with discussion is provided in Sect. 5. The theoretical in-
put parameters used in this work are summarized in Ap-
pendix 13. 

a0
0(980)− f0(980)II.   MIXING MECHANISM

 

a0
0(980)− f0(980)A.     mixing amplitude
a0

0(980)− f0(980)

a0
0(980)→ f0(980)→ · · · → a0

0(980) f0(980)→
a0

0(980)→ · · · → f0(980)

When  the   mixing  is  active,  the  full
propagator matrix is obtained by summing all chain trans-
itions    and 

, respectively. The result is [34]:  (
Pa0 (s) Pa0 f0 (s)

P f0a0 (s) P f0 (s)

)

=
1

D f0 (s)Da0 (s)− |Da0 f0 (s)|2

(
Da0 (s) Da0 f0 (s)

Da0 f0 (s) D f0 (s)

)
, (1)

Pa0 (s) P f0 (s)
a0

0(980) f0(980) Pa0 f0 (s)
P f0a0 (s) Da0 f0 (s)
a0

0(980)− f0(980)

where    and    represent  the  propagators  of
  and  ,  respectively.  The  terms  ,
,  and    emerge  as  a  consequence  of  the

 mixing effect.  The  individual  propagat-
ors take the form: 

Pa0/ f0 (s) =
D f0/a0 (s)

Da0/ f0 (s)D f0/a0 (s)−Da0 f0 (s)2
. (2)

Da0 (s) D f0 (s)
a0(980) f0(980)

a0
0(980)− f0(980)

Meanwhile,    and   denote the  denominat-
ors  of  the propagators  for   and    in the ab-
sence  of  the    mixing effect.  These   de-
nominators can be expressed using the Flatté parametriza-
tion as follows: 

Da0 (s) = m2
a0
− s− i

√
s[Γa0

ηπ(s)+Γa0
KK̄(s)],

D f0 (s) = m2
f0 − s− i

√
s[Γ f0

ππ(s)+Γ f0
KK̄(s)], (3)

ma0 m f0 a0(980)
f0(980) Γa

bc

where    and    are  the  masses  of  the    and
 mesons,  with  the  decay  width    being  presen-

ted as: 

Γa
bc(s) =

g2
abc

16π
√

s
ρbc(s) with

ρbc(s) =

 
[1− (mb−mc)2

s
][1+

(mb−mc)2

s
]. (4)

a0
0(980)− f0(980)

KK̄

KK̄

It has been demonstrated that the contribution arising
from the amplitude of   mixing is conver-
gent [14, 37, 38]. When only the contributions from 
loop  diagrams  are  taken  into  account,  the  amplitude  can
be expressed as an expansion within the   phase space
[37, 38]. 

Da0 f0 (s)KK̄ =
ga0K+K−g f0K+K−

16π

ß
i
ï
ρK+K− (s)−ρK0 K̄0 (s)

ò
−O(ρ2

K+K− (s)−ρ2
K0 K̄0 (s))

™
,

(5)

ga0K+K− g f0K+K−

KK̄
Da0 f0 (s) ≈ Da0 f0 (s)KK̄

Where   and   are the effective coupling con-
stants.  Since  the  mixing  mainly  comes  from  the 
loops, we can adopt  . 

a0
0(980)− f0(980)B.     mixing intensity

a0
0(980)− f0(980) X→

Y f0(980)→ Ya0
0(980)→ Yπ0η X→ Ya0

0(980)→
Y f0(980)→ Yππ

f0(980)→ a0
0(980)

a0
0(980)→ f0(980)

There exist two types of reactions that can be utilized
to  investigate  the    mixing: 

  and 
.  These two processes  correspond to  two

different  types  of  mixing,  namely    and
.

f0(980)→ a0
0(980)

ξ f a f0(980)→ a0
0(980)

As shown on the left of Fig. 1, in order to focus solely
on  the  contribution  from  , it  is   neces-
sary to eliminate the influence caused by different X and
Y  particles,  while  adding  the  contribution  shown  on  the
right of Fig. 1. Based on the two Feynman diagrams, the
mixing  intensity    for  the  transition 
can be defined as follows [39]: 

Shi-Ji Cao, Jing-Juan Qi, Yi-Fan Zhao et al. Chin. Phys. C 50, (2026)

-2

CPC
 A

cce
pte

d



ξ f a(s) =
dΓX→Y f0(980)→Ya0

0(980)→Yπ0η(s)

dΓX→Y f0(980)→Yππ(s)

=
|Da0 f0 |2Γa

πη

|Da0 |2Γ
f
ππ

, (6)

where s  is the invariant mass squared of the two mesons
in the final state.

X→ Ya0
0(980)→ Y f0(980)→

Yππ ξa f

a0
0(980)→ f0(980)

Similarly, for the reaction 
  in Fig.  2,  the  mixing intensity    for  the  transition

 is defined as follows [39]:
 

ξa f (s) =
dΓX→Ya0

0(980)→Y f0(980)→Yππ(s)

dΓX→Ya0
0(980)→Yπ0η(s)

=
|Da0 f0 |2Γ f

ππ

|D f0 |2Γa
πη

. (7)

However,  the  physical  quantities  that  can  be  directly
measured by  experiments  are  the  integrated  mixing   in-
tensities, which are defined as [35]: 

ξ f a =

∫ s′max

s′min

ds
√

s|Da0 f0 (s)|2
|D f0 (s)Da0(s)|2 Γ

a
πη(s)
¡∫ smax

smin

ds
√

s
|D f0 (s)|2 Γ

f
ππ(s),

(8)

and 

ξa f =

∫ smax

smin

ds
√

s|Da0 f0 (s)|2
|D f0 (s)Da0 (s)|2 Γ

f
ππ(s)
¡∫ s′max

s′min

ds
√

s
|Da0 (s)|2 Γ

a
πη(s),

(9)

s(′)
min s(′)

maxwhere  the  terms    and    denote  the  minimum  and
maximum values of the invariant mass cuts, respectively. 

III.  DECAY AMPLITUDES AND CP
ASYMMETRIES

D±→
f0(980)[a0

0(980)]π±→ π+π−π± a0
0(980)−

f0(980)

Following the treatment of B decays in Refs. [9, 10],
the  total  decay  amplitude  for  the  process 

,  incorporating 
 mixing, can be expressed as: 

M(D+→ π+π−π+) =
g f0ππ

D f0
M(D+→ f0π

+)

+
g f0ππDa0 f0

Da0 D f0 −D2
a0 f0

M(D+→ a0
0π
+),

(10)

g f0ππ M(D+→ f0π
+)

M(D+→ a0
0π
+)

D+→ f0(980)π+ D+→ a0(980)π+

where    is  the  coupling  constant,  and 
and    are the  decay  amplitudes  of  the  pro-
cesses   and  , respectively.

D+→ f0(980)π+

D+→ a0(980)π+
For  the  two  weak  decays    and

, the  corresponding  effective   Hamiltoni-
an can be expressed as [40, 41]: 

H∆C=1 =
GF√

2

ß[∑
q=d,s

VuqV∗cq

(
c1Oq

1+ c2Oq
2

)]

−VubV∗cb

6∑
i=3

ciOi

™
+h.c., (11)

 

X→ Y f0(980)→ Ya0
0(980)→ Yπ0η X→ Y f0(980)→ YππFig. 1.    The Feynman diagram for   (left) and   (right) is shown in [39].

 

X→ Ya0
0(980)→ Y f0(980)→ Yππ X→ Ya0

0(980)→ Yπ0ηFig. 2.    The Feynman diagram for   (left) and   (right) is shown
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GF Vq1q2 q1 q2

ci i = 1, · · · ,6

Oi

where    is the Fermi constant,   (  and   repres-
ent quarks) are the CKM matrix elements,   ( )
are the Wilson coefficients,  and the four-quark operators
 are 

Oq
1 = ūαγµ(1−γ5)qβq̄βγµ(1−γ5)cα ,

Oq
2 = ūγµ(1−γ5)qq̄γµ(1−γ5)c ,

O3 = ūγµ(1−γ5)c
∑

q′
q̄′γµ(1−γ5)q′ ,

O4 = ūαγµ(1−γ5)cβ
∑

q′
q̄′βγ

µ(1−γ5)q′α ,

O5 = ūγµ(1−γ5)c
∑

q′
q̄′γµ(1+γ5)q′ ,

O6 =; ūαγµ(1−γ5)cβ
∑

q′
q̄′βγ

µ(1+γ5)q′α , (12)

Oq
1−2 O3−6

q′
with   being tree operators,   being QCD penguin
operators, α, β as color indices, and the sum over   runs
over all light flavor quarks.

In our  calculations,  we  often  refer  to  the  decay   con-
stants and form factors generally. The decay constants of
the  scalar  meson  S  and  the  pseudoscalar  meson  P  are
defined as, respectively [42], 

⟨S (p)|q̄2γµq1|0⟩ = f̄S pµ, ⟨P(p)|q̄2γµγ5q1|0⟩ = −i fP pµ.

(13)

D→ S ,PThe form factors of   are defined by [43]: 

⟨P(p′)|V̂µ|D(p)⟩ =
Å

pµ−
m2

D−m2
P

q2
qµ

ã
FDP

1 (q2)

+
m2

D−m2
P

q2
qµFDP

0 (q2),

⟨S (p′)|Âµ|D(p)⟩ = − i
ïÅ

Pµ−
m2

D−m2
S

q2
qµ

ã
FDS

1 (q2)

+
m2

D−m2
S

q2
qµFDS

0 (q2)
ò
, (14)

Pµ = (p+ p′)µ qµ = (p− p′)µ V̂µ Âµ

V̂µ = q̄ fγµc Âµ = q̄ fγµγ5c q f

F(q2)

where  ,  ,  ,  and    are  the
weak  vector  and  axial-vector  currents,  respectively.

  and  ,  with    being  the  quarks
generated from the decay of the c quark. As for the  ,
we use the 3-parameter parametrization: 

F(q2) =
F(0)

1−a(q2/m2
D)+b(q2/m2

D)2
, (15)

D→ S P
FDS

0 (q2) FDP
0 (q2)

For    decays, the  relevant  form  factors   adop-
ted in this work are   and  .

D→ S PThe  factorization  amplitudes  for  the    decays

are given by [42]: 

X(DS ,P) = ⟨P(q)|(V −A)µ|0⟩⟨S (p)|(V −A)µ|D(pD)⟩,

X(DP,S ) = ⟨S (q)|(V −A)µ|0⟩⟨P(p)|(V −A)µ|D(pD)⟩. (16)

f0(980)
σ(600) f0(980) ss̄
σ(600) nn̄

nn̄ ≡ (ūu+ d̄d)/
√

2
f0(980) ss̄

Γ(J/ψ→ f0ω) ≈ 1
2Γ(J/ψ→ f0ϕ)

f0(980)
σ(600)

f0(980)

In the two-quark model with ideal mixing for 
and  ,    is  characterized  as  a  pure    state,
while    is  identified  as  an    state,  where

.  Nevertheless,  experimental  evidence
suggests that   does not consist solely of an   con-
figuration.  A  notable  example  is  the  observation  of

  [44],  which  demonstrates
unequivocally  the  presence  of  both  non-strange  and
strange  quark  components  within  .  Consequently,
it  is  imperative  that  the  isoscalar  states    and

 exhibit a mixing phenomenon, like 

| f0(980)⟩ = |ss̄⟩cosθ+ |nn̄⟩sinθ,

|σ(600)⟩ = −|ss̄⟩sinθ+ |nn̄⟩cosθ, (17)

f0(980) σ(600)where θ is the mixing angle of the   and  .

D+→ f0π
+ D+→ a0

0π
+

Within the naive factorization approach [45], the  de-
cay amplitudes of   and   are 

M(D+→ f0π
+)

=
GF√

2

ß
VudV∗cd

Å
α√
2

a1 f̄ d
f0 XDπ

f0 −a2YD f0
π

ã
+VusV∗csβa1 f̄ s

f0 XDπ
f0 +VubV∗cb

ï
−a3

Ä α√
2

f̄ u
f0 XDπ

f0

+
α√
2

f̄ d
f0 XDπ

f0 +β f̄ s
f0 XDπ

f0

ä
+a4YD f0

π

−a5

Ä α√
2

f̄ u
f0 XDπ

f0 +
α√
2

f̄ d
f0 XDπ

f0 +β f̄ s
f0 XDπ

f0

ä
− 2m2

πa6

(mc+md)(mu+md)
YD f0
π

ò™
,

M(D+→ a0
0π
+)

=
GF√

2

ß
VudV∗cd

Å
− 1√

2
a1 f̄a0 XDπ

a0
−a2YDa0

π

ã
+VubV∗cb

ï
a4YDa0

π − 2m2
πa6

(mc+md)(mu+md)
YDa0
π

ò™
, (18)

(α,β) = (sinθ,cosθ) fπ f̄ f0 f̄a0

f0(980) a0
0(980)

FDπ
0 FD f0

0 FDa0
0

ai

ci ai = ci+ ci±1/Neff
c

XDπ
f0/a0
= (m2

D−
m2
π)F

Dπ
0 (m2

f0/a0
) YD f0/a0

π = fπ(m2
D−m2

f0/a0
)FD f0/a0

0 (m2
π)

Respectively,  ,  ,  ,  and   are  the
decay constants of the π,  , and   mesons, re-
spectively.  ,  ,  and    are  the  corresponding
transition  form  factors,  and    are  built  up  from  the
Wilson coefficients   with the form  . For
compactness,  we  can  use  the  form: 

 and  .
CP D±→ π+π−π±For  the  -conjugate  process  , the   dir-
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CPect    asymmetry  can  be  expressed  in  the  following
form: 

ACP =
| M |2 − | M̄ |2
| M |2 + | M̄ |2

. (19)

 

IV.  NUMERICAL RESULTS

ξ f a/a f ξ f a/a f

g f0π0π0 g f0K+K− ga0π0η ga0K+K− ma0 m f0

ξ f a ξa f√
s = 991.3

ξ f a ξa f

ξ f a > ξa f

ξ f a < ξa f ξa f

D±→ a0
0(980)π±→

f0(980)π±→ π+π−π± ξa f

From Eqs. (6) to (9), we observe that   and 
depend  on  ,  ,  ,  ,  ,  and  .
These  parameters,  compiled  from  a  range  of  theoretical
models and experimental analyses [46−56, 59], are listed
in Table 1. The resulting predictions for   and  , eval-
uated  at    MeV,  along  with  the  integrated
quantities    and  ,  are  presented  in Table  2  and  are
consistent with Refs. [35, 39]. The differential mixing in-
tensity  satisfies   across different  models,  where-
as the integrated quantities exhibit the opposite ordering,

, making   a more favorable observable for ex-
perimental measurement. For the decay 

,  we  focus  on  .  The  majority  of

ξa f

a0
0(980)− f0(980)

CP
f0(980) a0

0(980)

qq̄ qqq̄q̄

qq̄

qq̄

theoretical  predictions  place    in  the  percent  range;
models B and C and experiment E yield particularly large
values.  This also suggests that  the   mix-
ing mechanism may have a non-negligible impact on 
violation.  The  mesons    and    can be   de-
scribed  within  various  theoretical  frameworks,  including
conventional    states,    multiquark  configurations,
meson-meson  bound  states,  or  even  scalar  glueballs.  If
these  scalar  mesons  are  interpreted  as  four-quark  states,
the decay process necessitates the production of an addi-
tional  quark-antiquark  pair  compared  to  the  two-quark
scenario.  Consequently,  it  is  anticipated  that  the  decay
amplitude in the four-quark picture would be suppressed
relative to that in the two-quark picture when a light scal-
ar  meson  is  involved.  Meanwhile,  a  recent  study  on  the
dominance  of  the    configuration  demonstrates  that  its
underlying  nature  is  the  color  transparency  mechanism
[57]. For this reason, we adopt the assumption that the 
structure is dominant in our analysis.

D±→ f0(980)[a0
0(980)]π±→ π+π−π±

a0
0(980)− f0(980)

Substituting Eq. (18) into Eq. (10), one can obtain the
total  amplitude of  the 
decay  with  the    mixing  mechanism.

 

Table 1.    Meson masses (in units of MeV) and coupling constants (in units of GeV) from various models are determined by experi-
mental measurements.

No. model/experiment ma0 ga0πη ga0K+K− m f0 g f0π0π0 g f0K+K−

A qq̄ model [46] 983 2.03 1.27 975 0.64 1.80

B q2q̄2  model [46] 983 4.57 5.37 975 1.90 5.37

C KK̄  model [47−49] 980 1.74 2.74 980 0.65 2.74

D qq̄g model [39] 980 2.52 1.97 975 1.54 1.70

E SND [50, 51] 995 3.11 4.20 969.8 1.84 5.57

F KLOE [52, 59] 984.8 3.02 2.24 973 2.09 5.92

G BNL [53, 54] 1001 2.47 1.67 953.5 1.36 3.26

H CB [55, 56] 999 3.33 2.54 965 1.66 4.18

 

ξ f a(s) ξa f (s)
√

s = 991.3 K+K− K0K̄0

ξ̄ f a ξ̄a f %

Table  2.      The  mixing  intensities    and    are  evaluated  at   MeV,  which  is  at  the  center  of  the    and 
thresholds. The integrated mixing intensities   and   (in units of  ) are evaluated using Eqs. (8) and (9), with the kinematics given
in Eqs. (23) and (24).

No.
ξ f a(%) ξa f (%) ξ f a(%) ξa f (%)

This work Ref. [39] Ref. [35] This work Ref. [39] This work Ref. [35] This work

A 2.24 2.30 2.20 0.94 1.00 0.04 0.90 2.19

B 6.57 6.80 6.50 5.99 6.20 0.88 1.80 10.26

C 20.47 21.00 20.10 14.85 15.00 7.77 11.10 27.21

D 0.52 0.50 ... 0.57 0.60 0.06 ... 1.08

E 8.61 8.80 8.50 8.60 8.90 1.68 2.60 14.32

F 3.24 3.40 3.20 2.39 2.50 0.57 0.80 4.30

G 1.83 1.90 1.80 1.35 1.40 0.21 0.50 2.55

H 2.61 2.70 2.60 2.17 2.30 0.40 0.70 3.97
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CP√
s

f0(980) θ = 0◦ | f0(980)⟩ = |ss̄⟩
ACP −4.40×10−4 1.52×10−4 θ = 90◦
| f0(980)⟩ = |nn̄⟩ = 1√

2
|uū+dd̄⟩

−0.07×10−4 0.22×10−4

f0(980) nn̄ ss̄

ACP

nn̄ ss̄
ACP

a0
0(980)− f0(980)

CP
θ = 25.1◦ θ = 27◦

10−4 10−3

Fig. 3 shows the differential   asymmetry as a function
of    for  several  values  of  the  mixing  angle  θ.  The
asymmetry varies  rapidly  and  changes  sign  in  the  vicin-
ity  of  the    resonance.  For    ( ),

  ranges  from    to  ;  for 
( ), it is substantially reduced,
ranging  from    to  .  In  reality,  the

 is a mixed state with   and  . Taking the cent-
ral value provided in [65], we have examined several ex-
amples, which demonstrate that the range of   is highly
sensitive to the mixing angle when both   and   com-
ponents are present.  The ranges of   corresponding to
these  central  angles  are  summarized  in  Table  3.  From
these results, we can clearly see that the 
mixing  mechanism can  relatively  increase  the   viola-
tion,  especially  for    and    conditions,
reaching   to  .

Neff
c = 3

Neff
c

In the above analysis, we adopt a fixed number of col-
ors   for simplicity [42]. To improve the rigor and
accuracy of the analysis, we extract the effective value of

 by fitting to the latest decay branching ratios [44]: 

BR(D+→ f0(980)π+→ π+π−π+) = (1.57±0.32)×10−4.

(20)

D+→ π+π−π+Since  the  decay  process    has  a  three-
body final state, the branching fraction of this decay can
be expressed as [44]. 

BR =
τD

(2π)516m2
D

∫
ds|p∗1∥p3|

∫
dΩ∗1

∫
dΩ3|M|2, (21)

τD D± Ω∗1
Ω3 ππ

|p∗1| |p3|
ππ

where   denotes  the  lifetime of  the   meson,    and
 are the solid angles for the final π in the   rest frame

and  for  the  final  π  in  the D  meson rest  frame,   respect-
ively,  and    and    are  the  norms  of  the  three-mo-
menta of the final-state π in the   rest frame and the π in

the D  rest  frame,  respectively,  which  take  the  following
forms: 

|p∗1| =
√
λ(s,m2

π,m2
π)

2
√

s
, |p3| =

√
λ(m2

D,m2
π, s)

2mD
, (22)

λ(a,b,c)
λ(a,b,c) = a2+b2+ c2−2(ab+ac+bc)
M

D+→ f0(980)π+→ π+π−π+

a0
0(980) f0(980)

where    is  the  Källén  function  with  the  form
.  It  should  be  noted

that    in  Eq.  (21)  refers  to  the  amplitude  of  the  three-
body  decay  process    without

-  mixing.

1.57×10−4 B(D+→ f0(980)π+→ π+π−π+)
Neff

c CP

Neff
c = 3

CP

CP

In  the  fitting  procedure,  we  use  the  central  value
  for  .  Based  on

the  fitted  ,  the    asymmetries  for  various  mixing
angles are  obtained,  which  correct  the  theoretical   devi-
ations from the calculation with a fixed  . The cor-
responding  results  are  presented  in Table  4.  It  is  shown
that  non-factorizable  contributions  have  a  considerable
impact on the predicted   asymmetries, which are sup-
pressed after  including  these  effects.  With  the   improve-
ment of experimental precision, constraining the range of
the  mixing  angle  can  also  help  us  further  confirm  the
range of   asymmetries. 

V.  SUMMARY AND DISCUSSION

CP
D±→ π±π+π− a0

0(980)− f0(980)

ξ̄a f

CP
CP

O 10−4 10−3

f0(980) σ(600)

We  have  studied  the  direct    violation  in
  decay,  incorporating  the 

mixing mechanism  within  the  naive  factorization   ap-
proach. The integrated mixing intensity   is found to be
of the order of a percent for several input parameter sets,
confirming that this isospin-breaking effect is phenomen-
ologically significant. Applying the mechanism to the 
asymmetry  calculation,  we  find  that  the  differential 
violation  is  enhanced  to  ( – )  depending  on  the

 and   mixing angle θ. Since different exper-
imental  and  theoretical  determinations  of  θ  are  not  yet
mutually  consistent,  we  present  results  across  the  full

 

(a) (b)

CP
√

s D±→ f0(980)[a0
0(980)]π±→ π+π−π±Fig. 3.    (color online) The differential   -violating asymmetry as a function of   in the decay 
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CP
10−4

a0
0(980)− f0(980)

range  of  reported  central  values  rather  than  adopting  a
single  value.  After  accounting  for  non-factorizable  ef-
fects, the   asymmetry is reduced but can still reach the
order  of  .  The  analysis  demonstrates  that  the

 mixing mechanism should be systemat-
ically considered in amplitude analyses of D or B meson
three-body decays.
 

APPENDIX A: THEORETICAL INPUT
PARAMETERS

s(′)
min s(′)

maxWe adopt the   and   from Ref. [35]:
 

s′min = [(991.3−4)MeV]2, s′max = [(991.3+4)MeV]2, (A1)

and
 

smin = [900MeV]2, smax = [1000MeV]2. (A2)

λ8
We  use  the  Wolfenstein  parameterization  for  the

CKM matrix elements, which, up to the order of  ,  can
be expressed as [63]:
 

Vud = 1− λ
2

2
− λ

4

8
− λ

6

16
[1+8A2(ρ2+η2)]

− λ8

128
[5−32A2(ρ2+η2)],

Vcd = −λ+
λ5

2
A2[1−2(ρ+ iη)]+

λ7

2
A2(ρ+ iη),

Vus = λ−
1
2

A2λ7(ρ2+η2),

Vcs = 1− 1
2
λ2− 1

8
λ4(1+4A2)

− 1
16
λ6
(
1−4A2+16A2(ρ+ iη)

)
− 1

128
λ8
(
5−8A2+16A4

)
,

Vub = λ
3A(ρ− iη),

Vcb = Aλ2− λ
8

2
A3(ρ2+η2), (A3)

With A, ρ, η, and λ being the Wolfenstein parameters, we
use the results in Ref. [64]:
 

λ = 0.22465±0.00039, A = 0.832±0.009,

ρ̄ = 0.139±0.016, η̄ = 0.346±0.010, (A4)

 

CP ACP R ≡ g2
f0K+K−/g

2
f0π+π−

f0(980) K+K− π+π−
Table 3.    Ranges of the direct   asymmetry   for different central mixing angles θ, where   measures the ratio
of the   coupling to   and  .

Experimental implications Mixing angle ACP Reference

ss̄pure   state θ = 0◦ −4.40×10−4 1.52×10−4 to  ...

ϕ→ f0γ, f0→ γγ θ = 5◦ −6.78×10−4 2.35×10−4 to  [58]

R = 4.03±0.14 θ = 25.1◦ −20.21×10−4 7.55×10−4 to  [59]

f0QCD sum rules and   data θ = 27◦ −10.29×10−4 3.76×10−4 to  [60]

J/ψ→ f0ϕ, f0ω θ = 34◦ −1.79×10−4 0.63×10−4 to  [61]

a0QCD sum rules and   data θ = 41◦ −0.39×10−4 0.14×10−4 to  [60]

R = 1.63±0.46 θ = 42.3◦ −0.28×10−4 0.10×10−4 to  [62]

nn̄pure   state θ = 90◦ −0.07×10−4 0.22×10−4 to  ...

 

Neff
c CPTable 4.    The fitted values of   are based on the decay branching ratio and the recalculated   asymmetries for different mixing

angles.

Experimental implications Mixing angle Neff
c ACP

ss̄pure   state θ = 0◦ 2.199 −19.94×10−5 7.09×10−5 to 

ϕ→ f0γ, f0→ γγ θ = 5◦ 2.216 −20.32×10−5 7.22×10−5 to 

R = 4.03±0.14 θ = 25.1◦ 2.376 −19.27×10−5 6.76×10−5 to 

f0QCD sum rules and   data θ = 27◦ 2.408 −18.72×10−5 6.55×10−5 to 

J/ψ→ f0ϕ, f0ω θ = 34◦ 2.602 −14.66×10−5 5.07×10−5 to 

a0QCD sum rules and   data θ = 41◦ 3.172 −1.29×10−5 0.44×10−5 to 

R = 1.63±0.46 θ = 42.3◦ 3.424 −1.43×10−5 4.22×10−5 to 

nn̄pure   state θ = 90◦ 1.771 −25.47×10−5 9.66×10−5 to 
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where 

ρ̄ = ρ(1− λ
2

2
), η̄ = η(1− λ

2

2
). (A5)

The effective Wilson coefficients used in our calcula-
tions are taken from Ref. [6]. 

c1 = −0.6941, c2 = 1.3777, c3 = 0.0652,

c4 = −0.0627, c5 = 0.0206, c6 = −0.1355. (A6)

GeV
For the masses appearing in D decays, we use the fol-

lowing values [64, 65] (in units of  ): 

mu = 0.0035, md = 0.0063, ms = 0.119, mc = 1.3,

mη = 0.5475, mπ± = 0.1396, mK± = 0.4937, mK0 = 0.4977,

mD± = 1.870, m f0(980) = 0.990, ma0
0(980) = 0.980,

(A7)

For the widths, we use [64] (in units of GeV):
 

Γ f0(980) = 0.074, Γa0
0(980) = 0.092. (A8)

As for the form factors, we use [66, 67]:
 

FDπ
0 (0) = 0.67, with a = 0.50,b = 0.01,

FD f0
0 (0) = 0.45, with a = 1.36,b = 0.32,

FDa0
0 (0) = 0.55, with a = 1.06,b = 0.16. (A9)

GeV

The following  numerical  values  for  the  decay   con-
stants are used [42] (in units of  ):
 

fπ± = 0.131, f̄ u
f0(980) = f̄ d

f0(980) = 0.350±0.02,

f̄ s
f0(980) = 0.370±0.02, f̄a0

0(980) = 0.365±0.02. (A10)
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