
 

Gravitationally deformed polytropic models in extended teleparallel gravity
and influence of decoupling parameters on constraining

mass-radius relation*

Sneha Pradhan1†     S. K. Maurya2‡     A. Errehymy3,4§     G. Mustafa5♮     P.K. Sahoo1♯
1Department of Mathematics,Birla Institute of Technology and Science, Pilani, Hyderabad Campus 500078, India

2Department of Mathematical and Physical Sciences, College of Arts and Sciences, University of Nizwa, Nizwa 616, Oman
3Astrophysics Research Centre, School of Mathematics, Statistics and Computer Science, University of KwaZulu-Natal,

Durban 4000, South Africa
4Center for Theoretical Physics, Khazar University, Baku AZ1096, Azerbaijan
5Department of Physics, Zhejiang Normal University, Jinhua 321004, China

f (T )

ρ = Θ0
0 pr = Θ

1
1

f (T )
f (T )+MGD

2.5−2.67M⊙ 1.97±0.04M⊙
1.667±0.021M⊙ M−R

2.4 3.5M⊙ 9.80+0.02
−0.01 13.01+0.01

−0.01 km
ζ1 ρ = Θ0

0
pr = Θ

1
1

f (T )

Abstract: In  this  study,  we  used  the  gravitational  decoupling  method  (GD)  via  minimal  geometric  deformation
(MGD) to analyze strange deformed stars (SS) within the modified   gravity theory. By adopting the Buchdahl
ansatz and the quadratic polytropic equation of state (EOS), we derived deformed SS models by assuming that the
energy-momentum components of the deformed fluid satisfy   and  . This approach leads to different
classes  of  exact  solutions.  The  study  of  physical  viability  tests  ensures  that  the  proposed  configurations  adhere  to
realistic constraints. Furthermore, we analyzed the impact of relevant parameters in three scenarios: GR,  , and

.  In  addition,  observational  constraints  were  used  for  comparison  with  GW190814  and  neutron  stars
(NSTRs)  PSR  J1614-2230  and  PSR  J1903  +  327,  with  mass  ranges  of  ,  ,  and

, respectively. Remarkably, we observed from the   curves that NSTRs with masses ranging
from   to   correspond to a range of radii from   to   for different values of the para-
meters α, β, γ, and  . Notably, for the   solution, higher values of α produce NSTRs with smaller masses and
radii,  while  the    solution  yields  larger  masses  and  radii.  This  evidences  the  existence  of  massive  NSTRs
within the modified gravity theory  .
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I.  INTRODUCTION

The construction  of  gravitational  modifications,   spe-
cifically  extended  theories  of  gravity,  is  motivated  by
both theoretical and observational factors. These modific-
ations aim to include general relativity (GR) as a special
case,  but  generally  have  a  more  intricate  and  expansive
structure  [1].  One motivation is  rooted in  the  non-renor-
malizability of GR. It is expected that by exploring more
intricate extensions of GR, the issue of renormalizability
could  potentially  be  addressed  and improved [2, 3]. An-
other  motivation  stems  from  the  observed  properties  of
the Universe, particularly the need to account for its two
accelerated  phases:  one  occurring  during  early  times,
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known as  inflation,  and  another  during  late  times,   re-
ferred to  as  the  dark energy era.  In  constructing gravita-
tional  modifications,  the  conventional  approach involves
starting with the Einstein-Hilbert action and then extend-
ing it through various methods [4]. However, an alternat-
ive approach is to begin with the torsional formulation of
gravity,  specifically  the  Teleparallel  Equivalent  of  GR
(TEGR) [5, 6],  and introduce modifications  accordingly.
This  leads  to  theories  such  as    gravity  [7−9],

 gravity [10],   gravity [11, 12], and scal-
ar-torsion theories [13−15]. By contrast, if we extend the
gravitational action by introducing terms of the form 
or  ,  where  f  is  a  non-linear  function,  the  resulting
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theories  of  gravity  based  on  curvature  or  torsion  exhibit
substantial  disparities.  These  theories  are  all  inspired  by
the fundamental nature and principles of the gravitational
field (see Refs. [12, 16, 17] for detailed reviews).
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The extensively studied   gravity, which relies on
curvature,  has  been  the  subject  of  thorough  examination
in  the  previous  decades  [18]. One  of  the  standout   fea-
tures  of  gravity is  that  its  equations  of  motion   in-
volve fourth-order derivatives of the metric, which makes
it  fundamentally  different  from  the  second-order  equa-
tions of  GR.  This  difference  is  not  simply  mathematic-
al—it leads to modified versions of the Friedmann equa-
tions  that  can  explain  the  accelerated  expansion  of  the
universe  without  introducing  dark  energy  [19].  When  it
comes to how theory is developed, researchers follow dif-
ferent  paths.  The most  common is  the metric  formalism,
where  the  equations  are  derived  by  varying  the  action
with respect to the metric alone [18]. Another approach is
the metric-affine  formalism  (also  known  as  the  Palatini
formalism),  where  both  the  metric  and  connection  are
treated  as  separate  variables  [20].  There  is  also  a  more
flexible  hybrid  formalism  [21,  22],  which  blends  ideas
from both methods to create a broader framework for un-
derstanding  how  gravity  might  work  beyond  Einstein’s
theory.  An  extension  of    gravity  is    gravity,
where the Lagrangian depends on both the Ricci scalar R
and the trace of the EMT   [23]. The T-dependence may
stem from quantum effects or models of interacting dark
energy  [24].  This  coupling  leads  to  non-conservation  of
the  EMT  and  introduces  an  extra  force,  causing  test
particles to deviate from geodesic motion. For further in-
formation  on  its  applications,  see  Ref.  [25]. In   cosmo-
logy,   gravity has been applied to the reconstruc-
tion  of  various  models  [26],  including  those  based  on
holographic  dark  energy  [27], and  to  describe  both  mat-
ter-dominated  and  accelerated  phases  [28].  Prior  studies
have also  addressed scalar  perturbations  [29],  dynamical
systems [30, 31],  and higher-dimensional  scenarios  such
as  5D models  and thick brane solutions  [32, 33]. A not-
able  generalization  involves  including  the  contraction

,  which  reduces  to    gravity  when    [34,
35].  Astrophysically,    gravity  and  others  have
been explored in the context of dark matter [36] and com-
pact objects [37−48].
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In sharp contrast to   gravity, the equations of mo-
tion in the torsion-based   theory consist solely of the
standard  second-order  derivatives  of  the  tetrad  fields,
without  the  presence  of  higher-order  derivatives.  The
properties  of  the    theory have  been  extensively   ex-
plored in  the  cosmological  domain,  as  evidenced  in   nu-
merous studies; see, e.g., Refs. [9, 49−55]. Constraints on
the theory  have  also  been  derived  by  analyzing  the  mo-
tion of planets in the Solar System, as indicated by relev-
ant studies; see, e.g., Refs. [56, 57]. However, investiga-
tions concerning static spherical symmetry, particularly in
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relation to stellar structure, are comparatively less abund-
ant [58, 59]. The intrinsic characteristics of the theory of

 have been thoroughly examined, as documented in
Refs.  [60,  61].  Notably,  an  important  challenge  encoun-
tered in  the  early  formulations  of  the  theory  is  the   ab-
sence of  Lorentz  invariance.  This  implies  that  the   equa-
tions of motion generally do not exhibit invariance when
different metric-compatible tetrad choices are made. This
topic has been extensively discussed in the literature; see,
e.g., Refs. [62, 63]. Considerable efforts have been made
in  recent  years  to  address  and  understand  this  problem.
Several  promising advances have been achieved through
various approaches,  including  the  Hamiltonian   formal-
ism  [64],  null  tetrad  approach  [65],  Lagrange  multiplier
formulation [66, 67], and covariant formulation [14, 68].
These  approaches  have  provided  valuable  insights  and
solutions to resolve the issue of Lorentz invariance in the

 theory.
In the theory of GR, the study of non rotating stars is

facilitated  by  employing  static  spherical  symmetry  and
solving  the  well-known  Tolman-Oppenheimer-Volkoff
(TOV) equations.  These  equations  provide  the   frame-
work for constructing models of such stars. To fully char-
acterize a star model, a matter model is also required, of-
ten  assuming  a  perfect  fluid  subject  to  an  equation  of
state (EOS). The energy density and pressure of the fluid
can  occupy  the  entire  space.  However,  if  they  vanish
strictly outside  a  finite  spherical  radius,  the  models   rep-
resent compact  stars  enveloped  by  a  vacuum.  The   phe-
nomenology of these solutions is well  understood within
the framework  of  GR,  offering  a  comprehensive   under-
standing of  their  properties  and  behavior.  The  most  not-
able achievements encompass the establishment of exist-
ence  proofs  for  solutions  involving  certain  classes  of
EOSs [69, 70], the derivation of upper bounds on the ra-
tio  of  stellar  mass  to  surface  radius,  which  serves  as  an
indicator of the compactness of compact objects [71, 72],
and the exploration of the relationship between the curves
describing the  ratio  of  stellar  mass  to  surface  radius  and
the dynamical stability of the models [73].
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To  consider    gravity as  a  more  realistic   frame-
work for modeling stars, despite the success of   grav-
ity in explaining inflation and dark energy, a compelling
motivation arises  from  the  unique  features  and   implica-
tions  of    gravity,  specifically  concerning  compact
objects.  By  incorporating  torsion,  which  is  a  geometric
quantity associated with the intrinsic angular momentum
of matter,   gravity  introduces additional  effects  and
interactions that allow for a more accurate representation
of  highly  dense  and  strongly  gravitating  objects  such  as
stars.  This  inclusion  of  torsion  enables    gravity  to
capture the intricate dynamics and behavior of stars with
greater  precision  than    gravity.  Consequently,  the
modified  field  equations  of    gravity may  yield   dis-
tinct  predictions  regarding  the  structure,  stability,  and

Sneha Pradhan, S. K. Maurya, A. Errehymy et al. Chin. Phys. C 49, 1051010 (2025)

1051010-2



f (T )

f (T )

f (T )

f (T )

f (T )

f (T )

f (T )

mass-radius  relation  of  stars.  Focusing  on    gravity
facilitates  the  exploration  of  torsion-related  effects  that
play a significant role in the behavior of stars, thereby of-
fering  a  more  comprehensive  and  realistic  description.
Moreover, the suitability of   gravity in the modeling
of stars is further reinforced by its consistency with relev-
ant observational  data,  theoretical  coherence,  mathemat-
ical  simplicity,  and  foundational  aspects.  These  factors
strengthen the argument for  adopting   gravity as an
effective tool  for  understanding the  properties  and beha-
vior of  compact  stellar  objects.  Notably,  modified  theor-
ies of gravity that incorporate torsion have been investig-
ated in various applications. The study of relativistic stars
was initially conducted in [58], while compact stars with-
in  a  specific    model  for  an  isotropic  fluid  with  a
polytropic  EOS  were  studied  in  [74].  Subsequently,  the
authors extended their analysis to boson stars [75]. These
studies exemplify the wide range of applications and the
potential of  gravity for explaining the properties and
behavior  of  compact  stellar  objects.  Building upon these
motivations,  in  this  paper  we  present  a  groundbreaking
contribution  based  on  the  introduction  of  a  novel  exact
solution  for  an  anisotropic  spherical  model  within  the
framework  of    gravity. To  accomplish  this,  we   ex-
ploit  the  well-known methodology  of  gravitational   de-
coupling  (GD)  via  the  minimal  geometric  deformation
(MGD) approach. This approach, combined with the use
of  a  polytropic  fluid  source,  allows  accurately  capturing
the  intricate  dynamics  of  the  system.  Additionally,  we
employ  a  well-behaved  ansatz  known  as  the  Buchdahl
metric ansatz for the radial component of the metric func-
tion.  By  incorporating  these  established  techniques,  we
derive a comprehensive and robust solution that signific-
antly  enhances  our  understanding  of  the  behavior  and
properties of the system in the context of   gravity.

Recent  investigations  have  incorporated  the  concept
of GD into the Einstein-Gauss-Bonnet (EGB) framework.
Similarly  to  its  role  in  the  standard  4D  classical  gravity
theory, GD  facilitates  the  anisotropization  of  seed   solu-
tions, thus providing a mechanism to study the effects of
anisotropic stresses in compact objects. The MGD meth-
od  [76]  was  employed  to  model  a  compact  star  in  5D
EGB  gravity  [77].  This  approach  demonstrated  that  the
combined  effects  of  the  decoupling  parameter  and  EGB
constant result in higher neutron star masses. Building on
this, the extended MGD methodology [78] was applied to
derive an exact solution for a compact star within the 5D
EGB  gravity  framework  [79].  Extensive  research  has
been  conducted  on  modeling  compact  objects,  such  as
NSTRs and strange stars, using MGD and complete geo-
metric deformation  (CGD).  For  a  comprehensive   over-
view of the applications of GD in astrophysics, the read-
ers  are  referred  to  Refs.  [80−84]  and  the  studies  cited
within  them.  In  particular,  some  pioneering  studies  on
GD are also highlighted in Refs. [85−89].
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The  paper  is  organized  as  follows.  It  begins  with  a
concise overview of the mathematical framework of 
gravity with an additional source in Section II. Section III
addresses the  minimally  gravitationally  decoupled   solu-
tion in  gravity. The expressions for the model para-
meter,  derived  from  the  smooth  matching  conditions  at
the stellar surface, are discussed in Section IV. Section V
presents the deformed strange star models and their relev-
ance to astrophysics. The mass-radius relation for minim-
ally deformed strange star models and their astrophysical
relevance are explored in Section VI. The stability of our
constructed  deformed  strange  star  model  is  discussed  in
Section VII via the adiabatic index and HZN stability cri-
terion. The  measurement  of  the  mass  of  a  deformed  an-
isotropic  strange  star  via  various  planes  is  analyzed  in
Section  VIII.  The  paper  concludes  with  final  remarks
presented in Section IX. 
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ö γ̂λνµ = eλA∂µe
A
ν

The  fundamental  assumptions  associated  with 
gravity  are  discussed  in  this  section.  A  vierbein  field

,   which  serves  as  an  orthonormal  basis
for  the  tangent  space  at  every  point   within the  mani-
fold,  is  used  as  the  dynamical  object  in  teleparallelism.
Every vector   can be characterized in a coordinate basis
by  its  components  ,  i.e.,  ,  where  .
We assume a particular convention and terminology: the
Greek indices represent the coordinates of the space-time
manifold, while  the  Latin  indices  indicate  the   compon-
ents  of  the  tangent  space  corresponding  to  the  manifold
(space-time).  For  any  given  space-time metric,  we   ex-
press  the  line  element  as  = ,
where    is  known  as  the  Minkowski
metric.  Unlike  GR,  which  employs  the  Levi-Civita  con-
nection  without  torsion,  teleparallelism  uses  the  Weit-
zenb ck  connection    [90],  which  possesses
a  curvature-less  torsion-based  geometry.  The  torsion
tensor can be defined as 

T λ
µν = γ̂

λ
νµ− γ̂λµν = eλA

(
∂µeA

ν−∂νeA
µ

)
. (1)

T λ
µν = 0 U4

V4

GR is a metric theory of gravity and is  torsion-free;  that
is,  .  A common convention is  to  denote   as  a
four-dimensional  space-time  manifold  equipped  with
both  metric  and  torsion.  Manifolds  possessing  a  metric
but lacking torsion are denoted as   [91]. In many calcu-
lations,  torsion  often  emerges  in  linear  combinations,  as
seen in the contortion tensor, defined as 

Kµν
ρ = −

1
2
(
T µν

ρ −T νµ
ρ−T µν

ρ

)
. (2)
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S µν
ρWe also  introduce  the  skew-symmetric  tensor    ,

which has the form 

S µν
ρ =

1
2

Ä
Kµν

ρ+ δ
µ
ρ T αν

α−δνρ T αµ
α

ä
. (3)

The teleparallel  Lagrangian,  which  serves  as  the   tor-
sion  scalar,  can  be  formulated  using  these  quantities  as
[92] 

T = S µν
ρ T ρ

µν

=
1
4

Ä
T ρµνTρµν+2T ρµνTνµρ−4T ρ

ρµT νµ
ν

ä
. (4)

T λ
µν

R
T

T
f (T ) T

f (T )
R

f (R) f (R)

In  this  framework,  the  torsion  tensor    encapsu-
lates all the information of the gravitational field, similar
to  how  Riemann  curvature  tensor  gives  rise  to  the
curvature scalar   in GR. Consequently, the torsion scal-
ar    emerges from the  torsion  tensor  in  a  parallel  man-
ner. In TEGR, the action is expressed as  . However, the
concept behind   gravity is  to extend    into a func-
tion  .  This  mirrors  the  approach  followed  in  GR,
where the Ricci scalar   in the Einstein-Hilbert action is
generalized  into  a  function    that  defines    grav-
ity. The E-H action can be expressed as 

A =
∫ √−g

î 1
16π

f (T )+LM+L×
ó
d4x, (5)

G = c = 1
g = det(gµν) LM

Tµν L×

Θµν

f (T )

T eff
µν = Tµν+α Θµν

where  we  have  considered    in  the  geometrized
units  and  .    denotes the  Lagrangian   dens-
ity governing  matter  fields,  linked  to  the  energy   mo-
mentum tensor (EMT)  , while   represents the Lag-
rangian density pertaining to the novel  gravitational  sec-
tor,  often  termed  the  "Θ  gravitational  sector"  .  This
additional gravitational  contribution  consistently   facilit-
ates adjustments to matter fields within the   gravity,
and  it  can  be  integrated  as  part  of  the  effective  EMT

.  Here,  α  denotes  the  coupling  constant
that  characterizes  the  interaction  between  the  matter
fields and  the  gravitational  sector  Θ.  By  varying  the  ac-
tion expressed by Eq. (5) with respect to the vierbein, we
obtain the equation of motion as 

eρA S µν
ρ ∂µ(T ) fTT + e−1∂µ(eeρAS µν

ρ ) fT − eλAT
ρ
µλS

νµ
ρ fT

+
1
4

eνA f (T ) = 4πeA
ρ

{
T ν
ρ

}eff
. (6)

{
T ν
ρ

}eff
= T ν

ρ +Θ
ν
ρ fT =

∂ f
∂T fTT =

∂2 f
∂T 2Here,  ,   , and  .

f (T )The  equations  of  motion  within  -gravity  can  be
reformulated using the covariant derivative formalism as 

Gνρ fT +Sl
ρν∇lT fTT +

T
2

(
f
T − fT )gνρ =

1
16π

T eff
νρ . (7)

Gνρ

f (T )

In  this  context,  the  Einstein  tensor,  denoted  by  ,
enables the  reformulation  of  Eq.  (7)  within  the   frame-
work  of  GR  and  field  equations  associated  with 
gravity as 

Gνρ =
1

16π fT
(T eff

νρ +T [T ]
νρ ), (8)

T [T ]
νρwhere   represents a tensor incorporating adjustments

arising from the torsion scalar, which is expressed as 

T [T ]
νρ =

−1
64π

(4Sl
ρν∇l fTT + (R fT −Sl

ρν∇l fTT +T )gνρ). (9)

Now, the effective EMT in an anisotropic fluid distri-
bution can be characterized as 

{
T ν
ρ

}eff
= (ρeff+ peff

t )UνUρ− peff
t δ

ρ
ν + (peff

r − peff
t )VνVρ.

(10)

ρeff

peff
r

Uν peff
t

Uρ

Uν

Vν

(
−ρeff, peff

r , p
eff
t , p

eff
t

)

In  this  context,    represents  the  effective  energy
density,    denotes  the  fluid  pressure  along  the  radial
direction  relative  to  the  four-velocity  vector  of  time like

 (referred to as radial  pressure),  and   signifies the
orthogonal  pressure  to    (known  as  tangential  pre-
ssure).   represents the four-velocity vector in the time-
like direction, while   indicates the unit space-like vec-
tor aligned  with  the  radial  coordinate  direction.   There-
fore,  we  characterize  dense  matter  using  an  anisotropic
fluid,  with  the  components  of  effective  EMT  given  by

.  The  effective  components  in  the
EMT can be expressed as 

ρeff = ρ+αΘ0
0 , peff

r = pr −αΘ1
1 , peff

t = pt −αΘ2
2. (11)

Regarding  the  effective  term,  the  appropriate  anisotropy
factor is 

∆eff = peff
t − peff

r = (pt − pr)+α(Θ1
1−Θ2

2) = ∆T +α∆Θ. (12)

Tµν Θµν
∆Θ

It  is  notable  that  within  the  current  anisotropic  compact
stellar system, there exist two distinct forms of anisotrop-
ies:    and  . Furthermore,  another  form  of   aniso-
tropy,  , becomes relevant owing to GD, which plays a
distinct role in transformation processes.  Let  us emphas-
ize the interior of a spherically symmetric static fluid dis-
tribution, where the line element specifies the space-time
as 
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dS 2
− = −eA(r)dt2+ eB(r)dr2+ r2(dθ2+ sin2θdϕ2). (13)

dS 2 =

gi jdxidx j xi = (t,r,Θ,ϕ)
A(r) B(r)

This  expression  yields  the  distance  formula 
,  where   represents the components

of  four-dimensional  space-time,  and    and    de-
note the static metric potentials along the time and radial
coordinates,  respectively.  The  expression  for  the  torsion
scalar and its derivative, expressed in terms of the radial
coordinate, r, is given by 

T (r) =
2e−B

r

ï
A′+ 1

r

ò
, (14)

 

T ′(r) =
e−B

r

ï
A′′− 1

r2
−
Å
A′+ 1

r

ãÅ
B′+ 1

r

ãò
. (15)

For the metric expressed by Eq. (44),  the tetrad mat-
rix could be written as 

en
i =
Ä

e
A
2 ,e

B
2 ,r,rsinθ

ä
. (16)

f (T )

Substituting the aforementioned tetrad field (Eq. (16))
and incorporating the torsion scalar along with its derivat-
ive  into  Eq.  (6),  it  is  possible  to  explicitly  calculate  the
equations of motion for an anisotropic fluid in   grav-
ity as follows: 

8πρeff =
f
2
+ fT

ï
1
r2
+

e−B(r)

r
{
B′(r)+A′(r)

}
−T (r)

ò
, (17)

 

8πpeff
r = −

f
2
+ fT
î
T (r)− 1

r2

ó
, (18)

 

8πpeff
t = −

f
2
+ fT

ïT (r)
2
+ e−B(r)

ßA′′(r)
2
+
ÄA′(r)

4
+

1
2r

ä
×
(
A′(r)−B′(r)

)™ò
.

(19)

f (T ) = T f (T )

The field equations discussed above (Eqs. (17)−(19))
directly  yield  the  equivalent  field  equations  in  GR when
considering  .  However,  in  the  context  of 
gravity,  an  additional  non-diagonal  quantity  emerges  as
follows: 

cotΘ
2r2
T ′ fTT = 0. (20)

From Eq. (20), we obtain:
 

T ′ = 0 ⇒T = constant = T0 T
T fTT

• Case I:     , i.e.,   is inde-
pendent of r and hence  ,   remains constant.

 
fTT = 0

ζ1 ζ2 f (T ) =
ζ1T + ζ2

• Case II:  , which produces f as a linear func-
tion  of  two  model  parameters    and  ;  that  is, 

.
 

f (T )

f (T )
f (T ) = ζ1T + ζ2

The linear functional mentioned above has been suc-
cessfully  employed  in  various  scenarios  within 
gravity.  Our  objective  is  to  address  the  solution  of  the

  gravity  field  given  by  Eqs.  (17)−(19) in  the   func-
tional  form  .  To  achieve  this  goal,  we
leverage the well-known methodology known as GD via
the MGD approach, employing a polytropic fluid source.

f (T )Inserting  Eq.  (14)  and  the  form  of  into  Eqs.
(17)−(19), we obtain the equations of motion: 

4πρeff =
e−B(r)

4r2

î
−2ζ1+ eB(r)(2ζ1+ ζ2r2)+2ζ1rB′(r)

ó
, (21)

 

4πpeff
r =

e−B(r)

4r2

î
2ζ1− eB(r)(2ζ1+ ζ2r2)+2ζ1rA′(r)

ó
, (22)

 

4πpeff
t =

e−B(r)

8r

î
− ζ1(rA′(r)+2)(B′(r)−A′(r))

+2ζ1rA′′(r)−2ζ2reB(r)
ó
. (23)

Ä
∇i
[
T i

j

]eff
= 0
äWe can derive the conservation equation by requiring

the  effective  stress-energy  tensor  to  exhibit  continuity,
i.e.,  the  divergence  of  the  effective  stress-energy  tensor
equals zero  , which yields
 

−A
′

2
(
ρeff+ peff

r

)
− dpeff

r

dr
+

2
r
(

peff
t − peff

r

)
= 0, (24)

 

→− dpr

dr
− A

′

2
(ρ+ pr)+

2
r
(

pt − pr
)

+α
dΘ1

1

dr
− A

′

2
α(Θ0

0−Θ1
1)− 2

r
α
(
Θ2

2−Θ1
1

)
= 0.

(25)

f (T )
α→ 0

Θµν
f (T )

It is important to note that Eq. (24) corresponds to the
familiar  Tolman-Oppenheimer-Volkoff  (TOV)  equation
governing  the  decoupling  system  [93−95].  The  TOV
equations,  derived  from  gravitational  theory,  serve  to
model  the  structure  of  spherically  symmetrical  objects
that  are  in  hydrostatic  equilibrium.  We  observe  that  the
perfect-fluid  equations  for    gravity are  formally   re-
gained  as  .  Thus,  we  leverage  the  GD  under  the
MGD  technique  concerning  the  proposed  compact  star
model  to  obtain  the  solution for  the  system of  equations
given by Eqs. (21)−(23). Through this approach, the sys-
tem  will  transform  such  that  the  equations  of  motion
linked with the source   will converge into an effective
"quasi-  system." Let us implement the geometric de-
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formation undergone by the perfect fluid geometry as fol-
lows: 

A(r) −→G(r)+αΦ(r), (26)

 

B(r) −→ − log[H(r)+αψ(r)]. (27)

ψ(r)

Φ(r)→ 0

Here,  Φ and    represent the geometric  distortions ex-
perienced by the temporal and radial metric components,
respectively. Among all the options outlined in Eqs. (26)
and  (27),  there  exists  a  particular  one,  known  as  MGD,
for  which  ;  thus,  the  metric  expressed  by  Eqs.
(26) and (27) is minimally deformed: 

A(r) =G(r), (28)

 

B(r) = − log[H(r)+αψ(r)]. (29)

g11

Θµν

It is important to emphasize that the expression in Eq.
(29)  is  a  linear  combination  of  the  inverse  radial  metric
component   in terms of a pure ideal fluid sector along
with  a  contribution  from the  source  . Let  us  now  in-
sert  the  components  of  Eqs.  (28)  and  (29)  into  the  field
described by Eqs. (21)−(23). As a result, the system is di-
vided into two sets:
 

(α = 0)
f (T ){

ρ, pr, pt,G(r),H(r)
}• Normal field equations for a perfect fluid   in

gravity  ,  where  the  components  of  the  systems  are
:

 

ρ(r) =
1

16πr2

î
2ζ1−2ζ1(rH′(r)+H(r))+ ζ2r2

ó
, (30)

 

pr =
1

16πr2

î
−2ζ1H(r)(rG′(r)+1)+2ζ1+ ζ2r2

ó
, (31)

 

pt =
1

32πr

î
2ζ1rH(r)G′′(r)+ ζ1

(
rG′(r)+2

)
×
(
H(r)G′(r)+H′(r)

)
−2ζ2r

ó
. (32)

Θµν
{
ρ, pr, pt,G(r), ψ(r)

}• Another set of equations corresponding to the source
 that has the components  :

 

Θ0
0 = −

ζ1

8πr2

î(
rψ′(r)+ψ(r)

)ó
, (33)

 

Θ1
1 =
−ζ1

8πr2

î
ψ(r)

(
rG′(r)+1

)ó
, (34)

 

Θ2
2 =
−ζ1

32πr

î
2rψ(r)G′′(r)+ (rG′(r)+2)

×
(
ψ(r)G′(r)+ψ′(r)

)ó
. (35)

(Tµν) Θµν

Under such  circumstances,  if  we  consider  that  there   ex-
ists no transfer of energy-momentum between the perfect
fluid   and source  , their interaction is solely grav-
itational, and Eq. (25) explicitly yields 

−dpr

dr
− A

′

2
(pr +ρ)− 2

r
(

pr − pt
)
= 0, (36)

 

dΘ1
1

dr
− A

′

2
(Θ0

0−Θ1
1)− 2

r
(
Θ2

2−Θ1
1

)
= 0. (37)

f (T )
∇µT µν = 0. ∇µΘµν = 0

f (T )
Θµν

{
ρ = Θ0

0, pr = Θ
1
1,

pt = Θ
2
2

}

These are referred to as the improved TOV equations
for pure   gravity and the Θ gravitational  sector res-
ulting  from    and  , respectively.   Sev-
eral notable  characteristics  are  related  to  the  system   de-
scribed  by  Eqs.  (33)−(35).  The  primary  similarity  be-
tween this  system and conventional  spherically   symmet-
ric field equations in   gravity for an anisotropic sys-
tem  characterized  by  an  EMT  , 

, and its conservation equation is that they exhib-
it significant  similarity.  Furthermore,  the  active   gravita-
tional mass function for two systems may be expressed as 

MT (r) =
∫ r

0
4πr̃2ρ(r̃)dr̃;

MΘ(r) =
∫ r

0
4πr̃2Θ0

0(r̃)dr̃. (38)

f (T )
Tµν Θµν

MT (r) MΘ(r)

In the framework of   gravity, the pertinent mass
functions  for  the  sources    and    are  denoted  as

 and  , respectively. Subsequently, within the
context  of  minimally  deformed  spacetime,  the  interior
mass function can be represented as 

M(r) =MT (r)− ζ1α

2
rψ(r). (39)

 

f (T )

III.  MINIMALLY GRAVITATIONALLY DE-
COUPLED SOLUTION IN  GRAVITY

Tµν

Θµν Tµν

Θµν

In  this  section,  we  examine  the  two  sets  of  Eqs.
(21)−(23)  and  (33)−(35)  concerning  the  sources    and

. The EMT   indicates an anisotropic distribution of
fluid matter; hence,   might enhance the overall aniso-
tropy within the system, thereby facilitating the repulsion
against gravitational collapse. Furthermore, an analysis of
the second set  of  equations reveals that  the resolution of
the  Θ  sector  is  contingent  upon  the  solution  of  the  first
system of equations. Therefore,  it  is  advisable to resolve
the original system first. The field equations expressed by
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{
ρ, pr, pt,G(r),H(r)

}Eqs.  (21)−(23)  are  significantly  non-linear,  comprising
three  equations  and  five  unknowns  .
To ascertain precise answers, one may separately choose
any two  of  these  variables.  A  method  for  obtaining  pre-
cise solutions involves selecting one metric potential and
imposing  an  additional  assumption  (such  as  a  particular
equation  of  state  or  embedding  condition)  to  determine
another metric  potential.  In  the  present  study,  we   ex-
amined the quadratic polytropic EOS defined as 

pr = γ ρ
1+ 1

n +β ρ+χ . (40)

γ = 0, β = 1/4,
χ = −4Bg/3 Bg

n = 1

γρ2

βρ+χ
β = 1/4, χ = −4Bg/3

Here,  γ, β,  and  χ  represent constant  parameters   possess-
ing  appropriate  dimensions,  while  n  indicates the   poly-
tropic  index.  It  should  be  noted  that  the  polytropic  EOS
(Eq.  (40))  can  represent  the  EOS  of  the  MIT  bag  when
specific  parameters  are  assigned,  such  as 
and  ,  where    represents  a  constant  in  the
bag [96]. Thus, the parameter γ plays a significant role in
revealing  the  nature  of  the  contribution  within  the  MIT
bag  model.  Owing  to  the  high  non-linearity  emerging
when it  comes  to  finding  an  exact  solution,  we   con-
sidered  a  polytropic  index  .  Under  this  choice,  the
EOS  (Eq.  (40))  becomes  quadratic,  and  the  quadratic
term   represents the neutron liquid in a Bose-Einstein
condensate  form.  Meanwhile,  the  linear  terms,  that  is,

,  come  from  the  free-quark  model  inherent  to  the
popular  MIT  bag  model  for    and  .
Consequently,  these  NSTRs  are  likely  characterized  as
"hybrid stars."

Substituting the expression of density and radial pres-
sure from Eqs. (21)−(22) into the EOS (Eq. (40)), we ob-
tain 

4ζ1r2H(r)(rG′(r)+1)+4βζ1r2(rH′(r)+H(r))

−γ(2ζ1−2ζ1(rH′(r)+H(r))+ ζ2r2)2−2βζ2r4

−2ζ2r4−4r4χ−4βζ1r2−4ζ1r2 = 0. (41)

G(r)
H(r) gtt grr

There are two unknowns in Eq. (41), namely   and
  ,  which  correspond  to    and    components,  re-

spectively. Consequently, there are two approaches to ob-
tain  the  exact  solution,  either  by  considering  a  suitable
metric potential along the temporal components or a radi-
al direction.

H(r)
In the present study, we considered a well-known an-

satz Buchdahl metric for   [97]:
 

H(r) =
A+Br2

A(1+Br2)
, 0 < A < 1 (42)

km−2
where A is dimensionless and B is a parameter without di-
mension  of  the  metric  function  . The  metric   func-
tion  and  its  radial  derivative  exhibit  a  non-singularity  at
the center of the stellar structure, fulfilling the necessary
conditions:
 

H(0) = 1; ∂rH(r)r=0 = 0. (43)

A = 0 A = 1
{t = constant} C =

−A/R2

A = −2

The  most  interesting  characteristic  of  the  Buchdahl
solution  is  that  the  inner  Schwarzschild  solution  may be
retrieved  for  ;  however,  for  , the   hypersur-
faces    are  flat.  Moreover,  assuming 

 allows for the retrieval of the Vaidya and Tikekar
[98]  solution,  and  for  ,  one  obtains  the  Durgapal
and  Bannerji  [99]  solution.  Numerous  authors  [100,
101−102] later demonstrated that it constituted a feasible
physical solution and illustrated its applicability in classi-
fying some previously established exact solutions.

H(r)
G(r)

G(r)

For the known   , we have a first-order non-linear
differential equation in   (Eq. (41)) for which we can
obtain the solution for another metric potential   as

 

G(r) =
1

4Aζ1

ï
1

2B(1+Br2)2

¶
A2(Br2+1)3(ζ2(2β+γζ2+2)+4χ)−8(A−1)B2γζ2

1 −16(A−2)B2γζ2
1 (Br2+1)

©
+
log(−A−Br2)

2B(A−1)
×
¶

A4(2(β+1)ζ2+γζ
2
2 +4χ)−2A3

(
2(β+1)ζ2+2Bζ1(β+γζ2+1)+γζ2

2 +4χ
)
+A2

(
2

(β+1)ζ2+4B2γζ2
1 +8Bζ1(2β+2γζ2+1)+γζ2

2 +4χ
)
−4ABζ1(3β+6Bγζ1+3γζ2+1)+36B2γζ2

1

©
+

1
A−1¶

2ζ1 log(Br2+1)×
(
A2(2β+Bγζ1+2γζ2)−2A(β+γ(3Bζ1+ ζ2))+9Bγζ1

)©ò
+G. (44)
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G
G(r) H(r)

pr pt

Here,    represents  an  arbitrary  constant  of  integration.
By employing the expressions for   and  , we de-
rive the expressions for ρ,  , and   as follows: 

ρ =
(A−1)Bζ1(Br2+3)

A(Br2+1)2
+
ζ1

2
, (45)

 

pr =
1

4A2(1+Br2)4

ï
4B2(3+Br2)2γζ2

1 −4AB(3+Br2)ζ1
(
(1+Br2)2β+2B(3+Br2)γζ1+ (1+Br2)2γζ2

)
+A2
Ä

(2B(3+Br2)ζ1+ (1+Br2)2ζ2)
(
2(1+Br2)2β+2B(3+Br2)γζ1+ (1+Br2)2γζ2

)
+4(1+Br2)4χ

äò
, (46)

 

pt =
1
8

ï
A+Br2

A2(A−1)(1+Br2)5

ß
−16(A−1)B2(3−2A+Br2(7A−9)+3(−2+A)B2r4)γζ2

1 −4B(−1+Br2)(1+Br2)2ζ1
(
9Bγζ1

+A(2(−1+A)β+ (A−6)Bγζ1+2(−1+A)γζ2)
)
+A2(A−1)(1+Br2)4× (ζ2(2+2β+γζ2)+4χ)+Pt1(r)

ò
,

(47)

where
 

F1(r) =
Ä

A2(ζ2(2β+γζ2+2)+B4r4(4r4χ+ (2ζ1+ ζ2r2)(2γζ1+ r2(2β+γζ2+2)))+4B3(r6(ζ2(2β+γζ2+2)

+4χ)+ ζ1r4(5β+5γζ2+1)+6γζ2
1 r2)+2B2(18γζ2

1 +3r4(ζ2(2β+γζ2+2)+4χ)+2ζ1r2(7β+7γζ2−1))

+4B(ζ1(3β+3γζ2−1)+ r2(ζ2(2β+γζ2+2)+4χ))+4χ)+4ABζ1
(
− (Br2+1)2(3β+ (β+1)Br2−1)

−2Bγζ1(Br2+3)2−
{
γζ2(Br2+3)(Br2+1)2

}
)
)
+4B2γζ2

1 (Br2+3)2
ä
. (48)

ρ = Θ0
0

pr = Θ
1
1

ρ = Θ0
0

pr = Θ
1
1

Eqs.  (45)−(46)  provide  the  full  spacetime  geometry
for the initial solution. However, to address the Θ sector,
it is necessary to determine the solution for the second set
of Eqs. (33)−(35). To solve this set of equations, we pro-
pose  the  application  of  well-established techniques,   spe-
cifically  (i)  mimicking  the  density  constraint,  where

, and (ii) mimicking the radial pressure constraint,
where  . These  techniques  are  physically   motiv-
ated and thoroughly elaborated in Ref. [76]. Furthermore,
there  are  a  few  other  well-known  recent  techniques  to
solve the second set of equations, such as mimicking the
seed density with the dark matter density profile, mimick-
ing  the  mass  functions  of  the  seed  system  and  new
source, or imposing a linear equation of state between θ-
sectors.  In  this  study,  we  propose  the  use  of    and

 to solve the θ-sector. 

ρ = Θ0
0A.    Mimicking the density constraints ( )

To address  the  solution of  the  Θ-sector,  we replicate

Θ0
0 ρ = Θ0

0

ψ(r)

the  seed  density  to  ;  i.e., .  From Eqs.  (21)  and
(33),  we  obtain  an  ordinary  differential  equation  in  the
deformation function   as 

dψ(r)
dr
+
ψ(r)

r
=

1
2rζ1

î
2ζ1

{
rH′(r)+H(r)−1

}
− r2ζ2

ó
.

(49)

H(r)By using the known metric function   from Eq. (42),
we can solve the above first order and first degree differ-
ential equation to obtain the deformation function as 

ψ(r) = −
r2
(
6(A−1)Bζ1+ABζ2r2+Aζ2

)
2Aζ1

(
3Br2+3

) +
C1

r
, (50)

C1where    is  the  integrating  constant,  which  is  set  to  be
zero to obtain a non-singular solution.

Using  this  deformation  function  (Eq.  (50)),  we  can
obtain the solution of the Θ sector from Eqs. (34)−(35) as

 

Θ1
1 =
î
4ABr2(1+Br2)3ζ1+4(−1+A)2B2r2(3+Br2)2γζ2

1 +4(−1+A)ABr2(1+Br2)2ζ1(1+3β+3γζ2

+Br2(1+β+γζ2))(A2)((1+Br2)3)
{

4ζ1+ r2
(
Br2+1

)
(ζ2(2β+γζ2+2)+4χ)

}ó
× 6(A−1)Bζ1+ABζ2r2+Aζ2

24A2ζ1
(
Br2+1

)4(A+Br2
) , (51)
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Θ2
2 =

1
288(Bζ1r2+ ζ1)2

ï
6r2

A2
(Bζ1r2+ ζ1)(ABζ2r2+6(A−1)Bζ1+Aζ2)

ß
− 64(A−2)r2γζ2

1 B3

(Br2+1)3
− 96(A−1)r2γζ2

1 B3

(Br2+1)4

+
16(A−2)γζ2

1 B2

(Br2+1)2
+

16(A−1)γζ2
1 B2

(Br2+1)3
− (A−1)−1

(Br2+1)2

[
8r2ζ1(9Bγζ1+A(2(A−1)β+ (A−6)Bγζ1+2(A−1)γζ2))B2

]
 

+
(A−1)−1

(Br2+1)
[
4ζ1(9Bγζ1+A(2(A−1)β+ (A−6)Bγζ1+2(A−1)γζ2))B

]
+Θ22(r)

ò
. (52)

 

pr = Θ
1
1B.    Mimicking the pressure constraints ( )

pr Θ1
1 pr = Θ

1
1In this technique, we mimick the radial pressure   as  ; i.e., . Therefore, from Eqs. (22), (34), and (44), we

obtain the deformation function as
 

ψ(r) =
1
F3(r)

ï
2βA−1r2(Br2+1)(A+Br2)

(
2Bζ1(1−A)(Br2+3)−Aζ2(Br2+1)2

)
− 1

A2(1+Br2)

×
{
γ(A+Br2)

(
2(A−1)Bζ1r(Br2+3)+Aζ2r(Br2+1)2

)2}ò
. (53)

where
 

F3(r) = 4A−1(A−1)2B2γζ2
1 r2

(
Br2+3

)2
+4ζ1

(
Br2+1

)2(ABr2
(
3β+Br2(β+γζ2+1)

+3γζ2+2
)
+A−Br2

(
Br2+3

)
(β+γζ2)

)
+Ar2

(
Br2+1

)4(ζ2(2β+γζ2+2)+4χ). (54)

Θ0
0 Θ2

2Using this deformation function (Eq. (53)), we can determine the other solution of Θ components as   and   :
 

Θ0
0 =

1
ψ11

[
4ζ1(Br2+1)2

¶
−2A−2(1+Br2)−4(A−1)B2ζ1r2(Br2+5)(A+Br2)

Ä
A
(
β(Br2+1)2+2Bγζ1(Br2+3)+γζ2(Br2+1)2

)
−2Bγζ1(Br2+3)

ä¶
L+4ζ1(Br2+1)2(ABr2(3β+Br2(β+γζ2+1)+3γζ2+2)+A−Br2(Br2+3)(β+γζ2))+Θ00(r)

]
,

(55)

 

Θ2
2 =
−ζ1

4r

ï
1
ψ33

ß
8Bζ1r3

(
Br2+1

)3(A+Br2
)
(−Nβ−N2γ−χ)(1+Br2)−4

Ä
−16(A−2)B2

γζ1r2
(
Br2+1

)
−24B2γζ1× (A−1)r2−2B(A−1)−1

(
Br3+ r

)2(A(2(A−1)β+ (A−6)Bγζ1+2

(A−1)γζ2)+9Bγζ1)+ (A−1)−1×
(
Br2+1

)3(A(2(A−1)β+ (A−6)Bγζ1+2(A−1)γζ2)+9B

γζ1)+4(A−2)Bγζ1
(
Br2+1

)2
+4(A−1)Bγζ1×

(
Br2+1

)ä
+

A4(A−1)−1

(Br2+1)4

(
ζ2(2β+γζ2+2)

+4Bζ1(β+γζ2+1)+3Br2(ζ2(2β+γζ2+2)+4χ)+4χ
)
−A3

(
ζ2(2β+γζ2+2)+B2

(
4γζ2

1

−
(
r4(ζ2(2β+γζ2+2)+4χ)

)
+4ζ1r2(β+γζ2+1)

)
+4B

(
ζ1(4β+4γζ2+2)+ r2(ζ2(2β+γζ2

+2)+4χ)
)
+4χ

)
+A2B

(
4ζ1

(
3β+2Br2(2β+2γζ2+1)+3γζ2+1

)
−
(
r2
(
Br2−1

)
(ζ2(2β

+γζ2+2)+4χ)
)
+4Bγζ2

1

(
Br2+6

))
−4AB2ζ1

(
r2(3β+6Bγζ1+3γζ2+1)+9γζ1

)
+36B3γζ2

1 r2
™
+Θ22(r)

ò
. (56)

Pt1(r) Θ22(r) ψ11 L Θ00(r) ψ33 N Θ22(r)
For this  long  equation,  we  provide  detailed   expres-

sions of  ,  ,  ,  ,  ,  ,   , and 
in the Appendix.
 

Gravitationally deformed polytropic models in extended teleparallel gravity and... Chin. Phys. C 49, 1051010 (2025)

1051010-9



IV.  MATCHING CONDITION: EXTERIOR
SPACE-TIME

r = RΣ r < RΣ
r > RΣ

f (T ) T ′ = 0,
fTT = 0

fTT = 0 T ′ = 0

f (T )
Tµν = 0 ρ = 0,

pr = 0, pt = 0

An essential phenomenon in the study of stellar distri-
butions  involves  the  continuity  conditions  at  the  surface
of the star (at  ) between the interior (where  )
and  exterior  (where  )  regions  of  space-time  geo-
metries. According to the analysis conducted in Ref. [58],
when considering the off-diagonal component as presen-
ted in Eq. (20), the viable solutions within the framework
of    gravity  are  confined  to  two  scenarios, 

 , which have been discussed in the previous sec-
tion.  The  authors  examined  the  constrained  scenario
where   or  , applying it  to  spherically sym-
metric static distributions with a diagonal tetrad as back-
ground formalism. Birkhoff's theorem states that within a
spherically symmetric vacuum, the Schwarzschild metric
represents the most general solution according to the Ein-
stein field equations. The Schwarzschild metric describes
the gravitational  field  surrounding  a  spherical  mass,   as-
suming that the mass has zero electric charge, zero angu-
lar momentum, and that there is no universal cosmologic-
al constant. Next, we briefly explain how an outer space-
time metric for   gravity could be determined. For the
vacuum  case,  the  EMT    ;  in  that  case, 

.  The  first  system  of  field  equations  (Eqs.
(21), (22), and (23)) turns out to be 

A′+B′ = 0, (57)

 

ζ2

ζ1
+

2
r2
= T , (58)

 

ζ2

2
+ ζ1e−B

¶A′′
2
+
(A′

4
+

1
2r

(A′−B′)
)©
= 0. (59)

By  integrating  w.r.t  r  from  Eq.  (57),  we  obtain  the
form of the metric potential as 

A(r) = −B(r)+b0. (60)

A(∇), B(∇)→ ′
r→∞

b0

4 eA(r) =

…
1+

r2

a2
eB(r) = 1/

…
1+

r2

a2

A(r) =
1
2
ln
(
1+

r2

a2

)
B(r) = −1

2
ln
(
1+

r2

a2

)
A(r) = ln(

r
a

) B(r) = −ln(
r
a

)

r→∞ A(r)+B(r) = 0
constant = 0
A(r) = −B(r)

For  the  Schwarzschild  solution,    as
,  which  represents  the  flat  space-time, and   con-

stants   must  be zero.  For the anti  De-Sitter  space-time

metric  (AdS ),    and  .

Therefore,    and  ,

which  imply  that    and    as

; that is, in this limit,  , which yields
  and  a  similar  result  to  the  previous  case  as
. Using Eqs. (57) and (58), we obtain 

ζ2

ζ1
+

2
r2
=

2e−B(r)

r

Ä
A′(r)+

1
r

ä
, (61)

 

→ r2ζ2

2ζ1
+1 =

d
dr

Ä
re−B(r)

ä
,

→ e−B(r) = 1+
r2ζ2

6ζ1
+
const.

r
,

→ grr =
Ä

1+
r2ζ2

6ζ1
+
const.

r

ä−1
. (62)

2M M

Λ = − ζ2

2ζ1
= −2M

In the limit of small r values, the Newtonian approx-
imation  yields  a  constant  value  equal  to  ,  where 
represents  the  active  gravitational  mass.  Furthermore,
note that the above space-time solution will represent the
Schwarzschild  anti-De-Sitter  solution  if  we  consider  the

cosmological constant   and const.  :
 

gtt = (grr)−1 = 1− 2M
r
− Λr2

3
. (63)

4

f (T )

According  to  the  preceding  discussion,  we  set  the
Schwarzschild  anti-de  Sitter  (SAdS )  metric  within  the
framework  of    gravity for  describing  the  outer   re-
gion of space-time as 

dS 2
+ = −

Ä
1− 2M

r
− Λr2

3

ä
dt2+

Ä
1− 2M

r
− Λr2

3

ä−1
dr2

+ r2(dθ2+ sin2θdϕ2). (64)

Moreover, the following line element provides the in-
terior metric encompassing the geometric distortion as 

dS 2
− = −eG(r)dt2+ [H(r)+αψ(r)]−1dr2+ r2(dθ2+ sin2θdϕ2).

(65)

dS 2
−

dS 2
+

gµν dS 2
− dS 2

+

According to the Israel-Darmois condition [103–104],
to  ensure  a  stable  configuration,  it  is  necessary  to  sm-
oothly connect the inner manifold   (65) with the out-
er  manifold    (Eq. (64))  at  the  boundary  Σ.  This   en-
tails  employing  a  well-established  continuity  equation,
which ultimately  determines  the  first  and  second   funda-
mental  forms  across  the  surface  Σ  by  integrating  both
geometries at  this  boundary.  Regarding  the  first   funda-
mental  form,  the  representation  of  the  inner  geometry
through the metric tensor  , derived from   and 
on the interface, can be described as 

g−tt |r=RΣ = g+tt |r=RΣ , (66)
 

g−rr |r=RΣ = g+rr |RΣ . (67)
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Taking into account Eqs. (64) and (65), it takes an expli-
cit form as 

H(RΣ)+α ψ(RΣ) =
(
1− 2M
RΣ
− ΛR

2
Σ

3
)
, (68)

 

eG(RΣ) =
(
1− 2M
RΣ
− ΛR

2
Σ

3
)
. (69)

Alternatively,  the  second  fundamental  form  assumes
the following expression: 

peff
r (r)|Σ =

[
p(r)−αΘr

r(r)
]
Σ
= 0. (70)

G M

To compute the numerical values of the constants, we
used Eqs.  (68),  (69),  and  (70)  to  determine  the   unspe-
cified  parameters,  including  the  constant  ,  mass  ( ),
and polytropic constant χ. 

V.  DEFORMED STRANGE STAR MODELS AND
THEIR RELEVANCE TO ASTROPHYSICS

Θ0
0 = ρ Θ1

1 = pr

In  this  section,  our  focus  will  be  on  examining  the
physical  viability  of  our  deformed  strange  star  models
and their significance in the context of astrophysics. Spe-
cifically, we analyze the behaviors  of  various  thermody-
namic variables,  including  effective  energy  density,   ef-
fective radial and effective tangential stresses, and effect-
ive  anisotropic  parameter.  By  carefully  analyzing  these
aspects, we aim to assess the relevance of these models in
explaining  astrophysical  phenomena  for  both  solutions:
III  A  [ ]  and  III  B  [ ].  The  effective  energy
density exhibits  a  consistent  decreasing  trend  as  a   func-
tion of the radial coordinate, reaching its maximum value
at  the center  of  the self-gravitating object.  This  observa-
tion is  demonstrated in Figs.  1 and 5. Notably,  both fig-
ures show that the effective energy density remains regu-

(
α = 0.0 ζ1 = 1.0 ζ2 = 0.0 [km−2]

)
f (T )

(
α = 0.0 ζ1 = 0.8 ζ2 = 2×10−6 [km−2]

)
f (T )+MGD

(
α = 0.2 ζ1 = 0.8

ζ2 = 2×10−6 [km−2]
)

ζ1

f (T ) ζ1

ζ2

f (T )+MGD

ζ1 ζ2

Θ0
0 = ρ

f (T )
f (T )+MGD

Θ1
1 = pr

f (T )
f (T )+MGD

lar at every interior point of the configuration for all three
scenarios:  GR  ,  ,    -left
panel,    ,  ,    -
middle  panel,  and    ,  ,

  -right panel. The primary distinction
between Figs.  1 and 5  lies  in  the  varying  magnitudes  of
the three  scenarios,  despite  having  the  same  fixed   para-
meters.  We observe that  in  the  scenario  of  GR,  a  higher
core effective density is present with  . However, in the
scenario  of  ,  a  decrease  in  the  magnitude of   and
the presence of   lead to a lower core effective density.
Conversely, in the   scenario, the inclusion of
α enhances the effective density in the central regions of
the star,  resulting in a concentration of matter in central,
concentric shells. However, as one moves away from the
center towards the surface layers of the star, variations in
α,  ,  and   have no noticeable impact on the stellar ef-
fective density. In Figs. 2 and 3 along with 6, and 7, we
present  the  distribution  of  effective  radial  and  tangential
pressures  with  respect  to  the  radial  coordinates.  These
figures allow us to analyze the variations in effective ra-
dial and  tangential  pressures  among  the  three   aforemen-
tioned scenarios. In solution III A (Figs. 2 and 3), where
the initial condition is  , we can clearly see that the
effective radial and tangential pressures in the central re-
gion are  higher  compared to  the    scenario. Further-
more,  when  the  scenario is  considered,   in-
corporating MGD leads to even lower effective radial and
tangential  pressures.  This  observation  strongly  suggests
that the presence of MGD has a confining and compact-
ing effect on the fluid particles, particularly in the central
regions of the star. In solution III B (Figs. 6 and 7), where
the initial condition is  , we observe a similar pat-
tern for  the effective density.  Specifically,  in the case of
GR, we find that the effective radial and tangential pres-
sures  in  the  central  region  are  higher  compared  to  the

  scenario.  Furthermore,  when  we  include  MGD  in
the   scenario, the effective radial and tangen-

 

ρeff(r) km−2 Θ0
0 = ρ(

α = 0.0 ζ1 = 1.0 ζ2 = 0.0 [km−2]
)

f (T )
(
α = 0.0 ζ1 = 0.8 ζ2 = 2×10−6 [km−2]

)
f (T )+MGD(

α = 0.2 ζ1 = 0.8 ζ2 = 2×10−6 [km−2]
)

A = −1.5 B = 0.006 γ = 10 β = 0.33

R = 11 km

Fig. 1.    (color online) Density profile [ ] in [ ] along the radial distance r of the stellar model for solution III A [ ] in the
context of GR  ,  ,    -left panel,    ,  ,    -middle panel, and 

,  ,    -right panel. The fixed values of the constant parameters are  ,  ,  ,  ,
and  .
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tial pressures increase even further. This indicates that the
presence of  MGD has  a  relaxing effect  on the  fluid  par-
ticles,  with  this  effect  being  particularly  pronounced  in
the central  regions of the star.  Importantly,  in both solu-
tions, the effective radial and tangential pressures remain
continuous throughout  the  star  and  exhibit  a  monotonic-
ally decreasing trend with increasing radial coordinates. It
is worth noting that the effective radial component of the
pressure at the stellar surface disappears, which is a signi-
ficant  characteristic  observed  in  these  solutions.  Figs.  4
and 8 illustrate the trend of the effective anisotropy para-

∆(r)

f (T )
f (T ) f (T )+MGD

meter,  ,  for  three  distinct  scenarios  with  the  same
fixed parameters in both solutions. It is worth noting that
the presence of MGD leads to a significant increase in the
anisotropy within the stellar  body compared to the cases
of GR and  . Specifically, when comparing the scen-
arios of GR,  , and  , we observe that the
inclusion  of  MGD  causes  the  anisotropy  parameter  to
double. This finding highlights the pronounced impact of
MGD on the anisotropic nature of the system, indicating
that the presence of MGD significantly enhances the an-
isotropy within the stellar body. The observed amplifica-

 

peffr (r) km−2

Θ0
0 = ρ

(
α = 0.0 ζ1 = 1.0 ζ2 = 0.0 [km−2]

)
f (T )

(
α = 0.0 ζ1 = 0.8 ζ2 = 2×10−6 [km−2]

)
f (T )+MGD

(
α = 0.2 ζ1 = 0.8 ζ2 = 2×10−6 [km−2]

)Fig.  2.      (color  online)  Radial  pressure  profile  [ ]  in  [ ]  along  the  radial  distance  r  of  the  stellar  model  for  solution  III  A
[ ] in the context of GR  ,  ,    -left panel,    ,  ,    -middle panel,
and    ,  ,    -right panel.

 

pefft (r) km−2

Θ0
0 = ρ

(
α = 0.0 ζ1 = 1.0 ζ2 = 0.0 [km−2]

)
f (T )

(
α = 0.0 ζ1 = 0.8 ζ2 = 2×10−6 [km−2]

)
f (T )+MGD

(
α = 0.2 ζ1 = 0.8 ζ2 = 2×10−6 [km−2]

)Fig. 3.    (color online) Effective tangential pressure profile [ ] in [ ] along the radial distance r of the stellar model for solu-
tion  III  A  [ ]  in  the  context  of  GR  ,  ,    -left  panel,    ,  ,    -
middle panel, and    ,  ,    -right panel.

 

∆eff(r) km−2

Θ0
0 = ρ

(
α = 0.0 ζ1 = 1.0 ζ2 = 0.0 [km−2]

)
f (T )

(
α = 0.0 ζ1 = 0.8 ζ2 = 2×10−6 [km−2]

)
f (T )+MGD

(
α = 0.2 ζ1 = 0.8 ζ2 = 2×10−6 [km−2]

)Fig. 4.    (color online) Effective anisotropy profile [ ] in [ ] along the radial distance r of the stellar model for solution III A
[ ] in the context of GR  ,  ,    -left panel,    ,  ,    -middle panel,
and    ,  ,    -right panel.
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tion  of  anisotropy  serves  to  reinforce  the  stability  of  the
surface layers of  the star.  The presence of  MGD plays a
crucial role in inducing greater anisotropy within the stel-
lar fluid by introducing a larger disparity between the ra-
dial and tangential stresses. This enhanced anisotropy, fa-
cilitated  by  MGD,  can  be  attributed  to  various  physical
processes  taking  place  within  the  stellar  interior.  These
processes include phase transitions, the transport of neut-
rinos and electrons, and dissipation. Each of these mech-
anisms  contributes  to  the  overall  increase  in  anisotropy.

Phase transitions occurring within the stellar interior can
result  in  changes  to  the  EOS,  affecting  the  balance  be-
tween radial  and  tangential  stresses.  Neutrino  and   elec-
tron transport processes also influence the pressure distri-
bution, leading to variations in anisotropy throughout the
star. Dissipative effects, such as viscosity or heat conduc-
tion, can further  contribute  to  the  development  of  aniso-
tropic stresses.  It  is  intriguing to  observe that  the  effect-
ive  anisotropy,  initially  zero  at  the  center  of  the  star,
gradually increases in magnitude toward the outer bound-

 

ρeff(r) km−2

Θ1
1 = pr

(
α = 0.0 ζ1 = 1.0 ζ2 = 0.0 [km−2]

)
f (T )

(
α = 0.0 ζ1 = 0.8 ζ2 = 2×10−6 [km−2]

)
f (T )+MGD

(
α = 0.2 ζ1 = 0.8 ζ2 = 2×10−6 [km−2]

)Fig.  5.      (color  online)  Effective  density  profile  [ ]  in  [ ]  along the  radial  distance r of  the  stellar  model  for  solution  III  B
[ ] in the context of GR  ,  ,    -left panel,    ,  ,    -middle panel,
and    ,  ,    -right panel.

 

peffr (r) km−2

Θ1
1 = pr

(
α = 0.0 ζ1 = 1.0 ζ2 = 0.0 [km−2]

)
f (T )

(
α = 0.0 ζ1 = 0.8 ζ2 = 2×10−6 [km−2]

)
f (T )+MGD

(
α = 0.2 ζ1 = 0.8 ζ2 = 2×10−6 [km−2]

)Fig. 6.    (color online) Effective radial pressure profile [ ] in [ ] along the radial distance r of the stellar model for solution III
B [ ] in the context of GR  ,  ,    -left panel,    ,  ,    -middle pan-
el, and    ,  ,    -right panel.

 

pefft (r) km−2

Θ1
1 = pr

(
α = 0.0 ζ1 = 1.0 ζ2 = 0.0 [km−2]

)
f (T )

(
α = 0.0 ζ1 = 0.8 ζ2 = 2×10−6 [km−2]

)
f (T )+MGD

(
α = 0.2 ζ1 = 0.8 ζ2 = 2×10−6 [km−2]

)Fig. 7.    (color online) Effective tangential pressure profile [ ] in [ ] along the radial distance r of the stellar model for solu-
tion  III  B  [ ]  in  the  context  of  GR  ,  ,    -left  panel,    ,  ,    -
middle panel, and    ,  ,    -right panel.
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∆(r)
ary. This increasing anisotropy is accompanied by a pos-
itive  value  of  ,  indicating  a  repulsive  force  arising
from  radial  stresses  overpowering  transverse  stresses
within the  star.  The  mounting  anisotropy  and  the   result-
ing  repulsive  force  play  a  significant  role  in  enhancing
the stability  of  the  surface  layers  of  the  star.  They   be-
come  crucial  in  counteracting  the  inward  gravitational
force,  thereby  contributing  to  the  overall  stability  of  the
compact object. This interplay between increasing aniso-
tropy, repulsive forces, and the counterbalance of gravita-
tional forces is instrumental in maintaining the stability of
the  surface  layers  of  the  star  and  ensuring  the  resilience
of the compact object. 

VI.  MASS-RADIUS RELATION FOR
MINIMALLY DEFORMED STRANGE STAR

MODELS AND THEIR RELEVANCE TO
ASTROPHYSICS

Pulsars  are  NSTRs that  can emit  periodic  and strong
electromagnetic  signals  as  pulses  arising from their  high
magnetic fields and rotational  properties.  The large rota-
tional  frequencies  exhibited  by  pulsars  suggest  that  they
possess a high degree of compactness. Typically, pulsars
are found in binary systems, where a massive neutron star
is  accompanied  by  a  companion  star.  By  applying  Kep-
ler's third law, these binary systems can be used to meas-
ure  the  mass  of  the  pulsar  through  the  analysis  of  time
delays in the observed pulses [105–106].

Determining the radii of NSTRs is a challenging and
complex  task  compared  to  measuring  their  masses.  This
difficulty arises owing to the various observational para-
meters  involved  in  the  process  [107–108]. However,   re-
cent advancements have provided new avenues for estim-
ating  neutron  star  radii.  One  method  involves  studying
the tidal  deformability  factor,  which is  related to the de-
tection  of  gravitational  waves  [109].  Another  approach
uses  measurements  obtained  from  NICER  (Neutron  star
Interior Composition Explorer) on hotspots located on the

surfaces  of  NSTRs  [110–111].  These  recent  breakth-
roughs have opened up promising avenues for advancing
our understanding of neutron star radii, offering new pos-
sibilities for precise measurements in the future.

f (T )

M−R

ζ1 Θ0
0 = ρ

Θ1
1 = pr

f (T )

M−R

In this study, we developed a framework based on the
well-known  Buchdahl  metric  in    gravity to   con-
struct  models  of  pulsars.  A key aspect  of  our  analysis  is
the investigation of   curves, as depicted in Figs. 9,
10, and 11. These curves represent different values of α,
β, γ, and  , for both solution III A ( ) and solution
III  B  ( ).  It  is  worth  noting  that  the  mass-radius
curves are obtained using the quadratic polytropic EOS in
conjunction with the TOV equation. This combination al-
lows us to explore the relationship between mass and ra-
dius  for  pulsars  within  the  context  of  our    gravity
framework. Figures 9, 10, and 11 also show the horizont-
al  bands  representing  the  selected  pulsars.  The 
curves  that  intersect  with  constraints  such  as  the  black
hole  formation  but  do  not  intersect  with  the  horizontal
bands  of  pulsars  can  be  excluded  when  measuring  radii.
This  exclusion  criterion  facilitates  the  prediction  of  the
radii listed in Tables 1, 2, and 3.

Θ0
0 = ρ M−R

2.4 3.5M⊙
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−0.01 13.01+0.01
−0.01km

ζ1

M−R

M−R

ζ1

M−R
ζ1
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In  Figs.  9  and  10,  corresponding  to  solution  III  A
( ),  the   curves exhibit  a  gradual  increase   to-
ward a maximum peak, followed by a sharp decrease and
subsequent constancy  for  larger  radii.  This  pattern  high-
lights  the  variation  in  radius  for  a  range  of  different
masses  of  NSTRs.  Remarkably,  we  observe  that  NSTRs
with  masses  ranging  from    to    correspond  to  a
range  of  radii  from    to  ,  determined
by the values of  the involved parameters α, β, γ,  and  .
The  intermediate  part  of  the    curves  indicates  a
smaller  change  in  the  radii.  As  the  values  of α, β,  and γ
increase,  the  peak  of  the    curves  shifts  downward
and to the left horizontally. This suggests that higher val-
ues of α, β, and γ result in NSTRs with smaller mass and
radii. In contrast, as the value of   increases, the peak of
the    curves  shifts  upward  and  horizontally  to  the
right. This implies that higher values of   correspond to
NSTRs  with  larger  mass  and  radii.  Clearly,  the 

 

∆eff(r) km−2

Θ1
1 = pr

(
α = 0.0 ζ1 = 1.0 ζ2 = 0.0 [km−2]

)
f (T )

(
α = 0.0 ζ1 = 0.8 ζ2 = 2×10−6 [km−2]

)
f (T )+MGD

(
α = 0.2 ζ1 = 0.8 ζ2 = 2×10−6 [km−2]

)Fig. 8.    (color online) Effective anisotropy profile [ ] in [ ] along the radial distance r of the stellar model for solution III B
[ ] in the context of GR  ,  ,    -left panel,    ,  ,    -middle panel,
and    ,  ,    -right panel.
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ζ1curves associated with higher values of   and lower val-
ues  of α, β,  and γ  can  be  linked  to  a  stiffer  EOS,  which
supports the existence of massive NSTRs.

Θ1
1 = pr M−R
Moreover, in Fig. 11, corresponding to solution III B

( ), we observe a similar trend in the   curves.
They gradually  increase  toward  a  maximum  peak,   fol-
lowed by a  rapid decrease  and subsequent  constancy for

2.4 3.5M⊙ 9.80+0.02
−0.01

13.01+0.01
−0.01 km

ζ1

larger  radii.  In  particular,  NSTRs  with  masses  ranging
from   to   exhibit  a range of radii  from 
to  , which is determined by the values of the
parameters  involved,  namely α  and  .  This  observation
supports  the  existence  of  NSTRs  while  excluding  the
variations of β and γ. We find a similar behavior for both
parameters,  albeit  with  slight  differences  in  magnitude.

 

M−R β = 0.33 γ = 20 ζ1 = 0.5

M−R α = 0.5 γ = 15 ζ1 = 0.5[
Θ0

0 = ρ
]Fig. 9.    (color online) Left figure:  curves for different free parameter values of α with fixed  ,  ,  . Right fig-

ure:   curves for different values of β with fixed  ,  , and  . Both plots represent the mass-radius relation for solu-
tion III A  .

 

M−R β = 0.33 α == 0.5km2 ζ1 = 0.5

M−R ζ1 α = 0.5 γ = 15 β = 0.33[
Θ0

0 = ρ
]Fig. 10.      (color online) Left figure:   curves for different free parameters values of γ with fixed  ,  ,    .

Right figure:   curves for different values of   with fixed  ,  , and  . Both figures represent the mass-radius rela-
tion for solution III A  .

 

M−R β = 0.33 γ = 20 ζ1 = 0.3

M−R ζ1 α = 0.2 γ = 20 β = 0.33[
Θ1

1 = pr
]Fig. 11.    (color online) Left figure:  curves for different free parameter values of α with fixed  ,  ,   . Right fig-

ure:   curves for different values of   with fixed  ,  , and  . Both figures represent the mass-radius relation for
solution III B  .
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As the values of α and   increase from   to   and from
  to  ,  respectively,  the  peak  of  the    curves

shifts upward and toward the right  horizontally.  This   in-
dicates  that  higher  values  of  α  and    correspond  to
NSTRs  with  larger  masses  and  radii.  This  conclusion
aligns  with  our  findings  from  the  first  solution,  where
higher  values  of  α  and    were  also  associated  with  a
stiffer EOS, supporting the existence of massive NSTRs.

M−R
M⊙

M−R

R2 M−R
R2

3M⊙

2.2 2.3M⊙

In previous studies that used variational methods and
EOSs  for  nucleonic  matter,    curves  that  exhibit  a
significant mass around 3  were reported, similar to the

 curves depicted in Figs. 9, 10, and 11. An example
of  such  studies  is  [112],  which  investigated  the  scenario
of the   model. This study revealed that the curve 
in the scenario of the   model adheres to the general re-
lativistic  limit  of  approximately  . Moreover,  the  up-
per  limit  of  the  causal  mass  was  found  to  closely  align
with the general relativistic causal maximum mass and to
fall  within  the  region  of  the  mass  gap.  Furthermore,  the
authors also examined the concept of strange stars in the
context of modified gravity,  with a specific focus on the
secondary component  of  the  GW190814 event.  In  a  dif-
ferent study [113], the authors explored the possibility of
supermassive compact stars characterized by masses ran-
ging from approximately   to   and radii of appro-

11 R2

2.5M⊙
3M⊙

ximately   km within the framework of axion   grav-
ity.  Finally,  in  [114]  the  authors  explored  static  NSTRs
using various inflationary models commonly used in cos-
mology. Through the utilization of the MPA1 EOS, they
found that the maximum masses of NSTRs fell within the
mass  gap  region.  In  particular,  these  maximum  masses
exceeded    while  still  remaining  below  the  causal
limit of  . 

VII.  STABILITY ANALYSIS
 

A.    Stability analysis via adiabatic index

Γ = (1+
ρ

pr
)(

dpr

dρ
)S

4/3
dpr

dr S

To  determine  the  stability  of  an  anisotropic  neutron
star in hydrostatic equilibrium, it is crucial to analyze the
adiabatic index.  This  index  plays  a  key  role  in   under-
standing  the  stability  characteristics  of  the  configuration
of the star. In this context, the adiabatic stability criterion

was  established  [115−117],    ,  where  Γ
must exceed   for stars with isotropic pressures. Here,

  represents  the  speed  of  sound  and  the  subscript 
refers to  a  constant  specific  entropy.  Herrera  and   col-
leagues found that this criterion could be modified owing

 

M−R ρ = Θ0
0Table 1.      curve and prediction of radii for different values of α and β for  .

Objects M/M⊙

Predicted R/km

α β

0 0.25 0.50 0.75 1.0 0.3 0.33 0.36 0.39 0.42

PSR J1903+327 1.667±0.021 11.61+0.04
−0.03 11.36+0.04

−0.02 11.15+0.04
−0.02 10.94+0.02

−0.02 10.74+0.02
−0.01 11.21+0.03

−0.04 11.18+0.03
−0.04 11.15+0.03

−0.03 11.13+0.02
−0.03 11.10+0.03

−0.02

PSR J1614-2230 1.97±0.04 12.14+0.04
−0.06 11.87+0.06

−0.05 11.58+0.05
−0.04 11.28+0.04

−0.03 10.94+0.02
−0.01 11.66+0.05

−0.06 11.63+0.05
−0.05 11.60+0.05

−0.05 11.57+0.04
−0.03 11.54+0.04

−0.04

GW190814 2.5−2.67 12.96+0.11
−0.06 12.60+0.11

−0.07 12.17+0.03
−0.05 11.50+0.03

−0.12 − 12.32+0.08
−0.06 12.26+0.07

−0.05 12.20+0.06
−0.05 12.13+0.03

−0.04 12.05+0.01
−0.02

 

M−R ζ1 ρ = Θ0
0Table 2.      curve and prediction of radii for different values of γ and   for  .

Objects M/M⊙

Predicted R/km

γ ζ1

10.0 12.5 15.0 17.5 20 0.6 0.7 0.8 0.9

PSR J1903+327 1.667±0.021 11.20+0.04
−0.03 11.195+0.04

−0.03 11.19+0.03
−0.02 11.186+0.02

−0.02 11.18+0.02
−0.03 9.80+0.02

−0.01 10.40+0.03
−0.02 10.94+0.03

−0.01 11.46+0.03
−0.02

PSR J1614-2230 1.97±0.04 11.67+0.06
−0.05 11.66+0.06

−0.05 11.64+0.05
−0.04 11.61+0.05

−0.05 11.59+0.05
−0.04 10.15+0.04

−0.04 11.78+0.04
−0.04 11.35+0.06

−0.04 11.90+0.05
−0.05

GW190814 2.5−2.67 12.35+0.09
−0.06 12.31+0.08

−0.06 12.27+0.08
−0.05 12.22+0.05

−0.06 12.16+0.05
−0.05 10.43+0.02

−0.12 11.17+0.01
−0.01 11.83+0.02

−0.01 12.44+0.02
−0.04

 

M−R ζ1 pr = Θ
1
1Table 3.      curve and prediction of radii for different values of α and   for  .

Objects M/M⊙

Predicted R/km

α ζ1

0.2 0.3 0.4 0.5 0.25 0.30 0.35 0.40 0.45

PSR J1903+327 1.667±0.021 10.18+0.06
−0.05 10.97+0.01

−0.01 11.47+0.01
−0.01 11.88+0.01

−0.01 - 10.20+0.05
−0.04 11.41+0.01

−0.01 12.26+0.01
−0.01 13.00+0.01

−0.01

PSR J1614-2230 1.97±0.04 − 10.73+0.05
−0.06 11.41+0.01

−0.02 11.87+0.01
−0.01 − − 11.20+0.05

−0.03 12.21+0.01
−0.02 13.01+0.01

−0.01

GW190814 2.5−2.67 − − − 11.71+0.03
−0.06 − − − 11.75+0.13

−0.29 12.89+0.03
−0.05
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to  anisotropy  and  dissipative  effects  such  as  heat  flow.
Consequently, the adiabatic index for a collapse scenario
in an anisotropic setting is modified accordingly as [118] 

Γ >
4
3

ï
1+

∆

r|pr |′
+

rκρpr

4|pr |′
ò
. (71)

∆

r|pr |′

pr , pt
rκρpr

4|pr |′

In this expression, the term   represents the modi-
fication to the stability condition due to anisotropy where

. Meanwhile, the final term   accounts for the
relativistic adjustment.

Γcrit

u =
M
R

Γcrit =
4
3
+

19
21

u

Γcrit

It has been shown that dissipative effects, such as the
internal heat  flow of  a  star,  can  impact  the  adiabatic   in-
dex. Consequently,  a  critical  value  for  the  adiabatic   in-
dex  ( )  was  proposed,  dependent  on  two  factors:  (i)
compactness ( ) of the stellar model and (ii) a meas-
ure of the deviation from hydrostatic equilibrium (quanti-
fied  by  the  amplitude  of  the  Lagrangian  displacement
from equilibrium). The critical adiabatic parameter is ex-
pressed  as    [119].  To  ensure  stability
against  radial  perturbations,  Γ  must  be  greater  than 
[119]. However, it has been observed that for stable neut-

4
3

f (T ) ζ1

Θ0
0 = pr

Θ1
1 = pr

ζ1

ron stars, including white dwarfs and supermassive com-
pact objects, Γ ranges between 2 and 4. For matter obey-
ing  a  polytropic  EOS,  Γ  is  greater  than    and is   influ-
enced  by  the  ratio  of  central  density  to  central  pressure.
According  to Fig.  14,  it  is  evident  that  our  models  meet
the Chandrasekhar stability criterion, given that the adia-
batic index (Γ) increases and remains above 2 throughout
the  strange  star  models.  In  particular,  an  increase  in  the

 coupling constant   appears to make the configura-
tion less stable. This is evident from the left panel of Fig.
14  for  the  solution  .  However,  an  opposite  trend
can be observed for the solution   in the right pan-
el of Fig. 14. It shows that increasing the model paramet-
er   results in stability of the stellar core.

ζ1

Θ0
0 = pr

Θ1
1 = pr

Γ > Γcrit

Furthermore, we performed a  comprehensive  analys-
is,  the  results  for  which  are  presented  in  Table  4  ,  by
varying  the  model  parameter  and  the  gravitational
coupling constant α. It should be noted that increasing the
MGD  constant  α  appears  to  reduce  the  stability  of  the
configuration  for  both  solutions,  namely    and

. However, in any case, it does not violate the lim-
it  . 

B.    Stability analysis via Harrison-Zeld́ovich-Novikov
 

dM
dρc

ρc

ρ = Θ0
0

Fig. 12.    (color online) Graphical analysis of mass and   w.r.t central density ( ) for different values of the model parameter for the
solution  .

 

dM
dρc

ρc

pr = Θ
1
1

Fig. 13.    (color online) Graphical analysis of mass and   w.r.t central density ( ) for different values of the model parameter for the
solution  .
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criterion
In  a  previous  study,  Chandrasekhar  introduced  a

method to evaluate the stability of a stellar system when
exposed to  radial  perturbations.  However,  in  this   ap-
proach,  the Harrison-Zeldovich-Novikov (HZN) stability
criterion involves examining the perturbations of physic-
al parameters such as the metric functions,  pressure,  and
density.  Based on the HZN stability criterion [120–121],
the following constraints are established: 

dM
dρc

> 0 =⇒ Stable configuration,

dM
dρc

< 0 =⇒ Unstable configuration. (72)

ρ = Θ0
0 pr = Θ

1
1

ρc

ζ1

f (T ) ζ1

ρc

In this context, we analyzed stability for the solutions
  and    ,  as  shown  in  Figs.  12  and  13  ,  re-

spectively.  On  the  left  in  these  figures,  we  present  the
mass  profile  as  a  function of  the  central  density  .  It  is
evident  that  mass  monotonically  increases  as  central
density  grows.  Moreover,  for  a  given  central  density  of
the anisotropic star, lower values of the model parameter
 lead to an increase in the total mass M of the system.

By varying the   model parameter   for both models,
we examined  the  rate  of  changes  of  total  mass  with   re-
spect  to    on  the  right  in  Figs.  12  and  13.  The  results
show that the rate of change of mass with central density
is  positive  and  exhibits  a  linear  trend  across  the  entire
stellar region. Therefore, the current anisotropic star mod-
el satisfies the stability condition. 

VIII.  EQUI-MASS DIAGRAMS FOR THE MEAS-
UREMENT OF MASS

Bg−α Bg−β Bg−γ Bg− ζ1 Bg−R

Bg

In this  section,  we  determine  the  mass  of  the   aniso-
tropic  star  using  equi-mass  diagrams  on  various  planes,
specifically  ,  ,  ,  , and  . The
focus of  this  discussion  is  on  the  mass  distribution   con-
cerning the constraints imposed by the bag parameter   ,

Bg = − 3χ
4

55−90 MeV/fm3 Bg

Bg

α ∈ [−1,0]

where  .  According  to  Fig.  15,  it  is  evident  that
within the range of [ ]  , for a given  , an
increase  in α  corresponds  to  an  increase  in  the  mass  of
NSTRs. However, there is no significant change when the
MGD coupling constant α is fixed and the bag parameter
  is  varied.  This  analysis  strongly  indicates  that  higher

coupling constants result in more massive compact stars.
Conversely, when  , it leads to a low-mass star,
similar to a white dwarf (WD).

Bg−β Bg−γ Bg− ζ1

[2.35−2.6] M⊙
Bg ζ1

2.1M⊙

γ, β, ζ1

Bg

Next,  we  consider  the  ,  ,  and 
planes,  where  the  mass  of  the  NSTRs  is  predominantly
distributed  within  the  range  of  .  Note  that
for a given value of  , an increase in β, γ, or   results in
an  increase  in  the  mass  of  the  star.  However,  in  these
three  analyses,  the  mass  exceeds  the  Tolman-Oppen-
heimer-Volkoff (TOV) limit of   for a neutron star.
Furthermore,  no  significant  changes  are  observed  when
the constrained   is kept constant and the bag para-
meter   is varied.

 

ρ = Θ0
0

pr = Θ
1
1

Fig. 14.    (color online) Graphical analysis of adiabatic index for different values of the model parameter for the solutions   and
 , respectively.

 

ζ1

Table  4.      Numerical  values  of  the  adiabatic  index  for  the
model  parameter    and  MGD  constant α  at  the  core  of  the
stellar region.

ρ = Θ0
0Model-I ( ) pr = Θ

1
1Model-II ( )

ζ1 Γ ζ1 Γ

0.2 2.224 0.2 2.031

0.4 2.104 0.4 2.049

0.6 2.065 0.4 2.055

0.8 2.058 0.8 2.057

1.0 2.056 1.0 2.059

α Γ α Γ

0.05 2.276 0.05 2.415

0.10 2.038 0.10 2.279

0.15 1.845 0.15 2.149

0.20 1.694 0.20 2.031

0.25 1.567 0.25 1.935
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Bg−R

[1.75−3.25]M⊙ Bg

Finally,  we  analyzed  the    planes,  observing
variations in the mass distribution across a wide range of

. For a fixed value of  , variations in the
radius R result in the formation of stars ranging from low-
mass  WD  to  high-mass  NSTRs.  Specifically,  stars  with

2.1M⊙
3.25M⊙

radii between 9 and 10 km correspond to low-mass stars.
However, when  the  radius  exceeds  10  km,  the  star   sur-
passes the Tolman-Oppenheimer-Volkoff (TOV) limit of

, forming massive NSTRs. In this analysis, the ma-
ximum mass observed is   for a radius of 13 km. 

 

Bg −α Bg −β Bg −γ Bg − ζ1 Bg −R Bg = − 3χ
4 MeV/fm3Fig. 15.    (color online) Equi-mass diagram for  ,  ,  ,  , and   planes where   in  .
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IX.  CONCLUSIONS

In this section, we present a concise summary of our
findings:
 

f (T )
1.  We  explored  anisotropic  stars  using  GD  through

the  MGD approach within  the  framework of   grav-
ity.
 

A(r) B(r)
2. After implementing the MGD to the metric poten-

tial   and  , we obtained two systems of equations,
one corresponding to the seed system and the other to the
Θ sector.
 

3.  We  considered  a  suitable  polytropic  EOS  for  the
interior matter distribution of a compact star, particularly
a  neutron  star  or  quark  star,  which  reduces  to  the  MIT
bag model  in  the  appropriate  limit.  Furthermore,  by em-
ploying the  well-established Buchdahl  ansatz,  we solved
the seed system of equations for our constructed compact
star model.
 

ψ(r)
ρ = Θ0

0

pr = Θ
1
1

4.  In  the  second  system,  the  deformation  function
 was obtained by mimicking the physical constraints,

resulting  in  two  separate  sectors,  namely    and
, each leading to distinct classes of solutions.

 

∆eff

Following  the  steps  outlined  above,  the  results  were
thoroughly assessed and discussed in detail through vari-
ous tables and figures. We analyzed the three most critic-
al  features  of  the  model:  matter  density,  effective  radial
pressure,  and  effective  tangential  pressure.  Additionally,
we  investigated  the  role  of  the  anisotropy  factor,  ,
within  the  stellar  sphere.  It  is  well-established  that  any
compact  object  representing  the  interiors  of  stars  should
be free from physical or mathematical singularities in its
primary physical characteristics. The maximum values of
matter density and pressure should occur at the center of
the configuration and should decrease monotonically with
the radial coordinate toward the surface. These character-
istics  are  essential  for  describing  real  objects  such  as
white  dwarfs,  NSTRs,  and  even  quark  stars.  Next,  we
highlight some of the key features of our findings:
 

f (T ) f (T )
ζ1

f (T ) ζ1 ζ2

f (T )+MGD

•  From Figs.  1 and 5, it  can be observed that  the ef-
fective energy  density  consistently  decreases  with   in-
creasing  radial  distance,  achieving  its  peak  value  at  the
core of the self-gravitating object. Importantly, these fig-
ures  show  that  the  effective  energy  density  is  regular
throughout  the  entire  interior  of  the  configuration across
all  three  scenarios:  GR,  ,  and  +MGD.  For  the
GR scenario, the core effective density is higher with  .
In    gravity,  reducing    and  introducing    de-
creases the core density. Conversely, in the 
model, adding α boosts the central density, concentrating

ζ1 ζ2

matter  in  concentric  shells.  However,  beyond  the  core,
variations in α,  , and   do not affect the effective dens-
ity of the outer layers of the star. In addition, it can be ob-
served that  the  effective  energy density  shows no singu-
larity and  yields  finite  values  throughout  the  stellar   re-
gion, indicating a viable behavior of the stellar system.
 

Θ0
0 = ρ

f (T )
f (T )+MGD

pr = Θ
1
1

• For   (solution III A, Figs. 2 and 3), the effect-
ive  radial  and  tangential  pressures  for  the  GR  case  are
higher  in  the  central  region  compared  to  the    scen-
ario. Additionally, in the   scenario, the inclu-
sion  of  MGD  results  in  even  lower  effective  radial  and
tangential  pressures.  This  finding  strongly  indicates  that
MGD has a confining and compacting effect on the fluid
particles, particularly in the central regions of the star. A
similar pattern could be observed for   (solution III
B, Figs. 6 and 7). This suggests that the fluid particles are
influenced by the presence of MGD, with this impact be-
ing especially noticeable in the central regions of the star.
Additionally,  it  can  be  observed  that  the  radial  pressure
and  tangential  pressure  are  free  from  singularities  and
maintain finite values throughout the stellar region, indic-
ating a stable and viable behavior of the stellar system.
 

∆eff = peff
t − peff

r

∆eff

peff
t > peff

r peff
t < peff

r

∆(r)

f (T )
f (T ) f (T )+MGD

• Another  important  physical  quantity  is  the   aniso-
tropic  factor  of  a  stellar  system,  which  can  be  measured
by  . The contribution to the equilibrium of
an  NS/QS  mechanism  depends  on  the  sign  of  ,  i.e.,
whether   or  .  We  graphically  analyzed
the behavior of the anisotropic factor in Figs. 4 and 8. In-
terestingly, the effective anisotropy, starting at zero at the
center  of  the  star,  gradually  increases  toward  the  outer
boundary. This rise, marked by a positive , indicates a
repulsive  force  from radial  stresses  exceeding  transverse
stresses. This growing anisotropy and repulsive force are
key to  stabilizing  the  surface  layers  of  the  star,   counter-
acting  the  inward  gravitational  pull,  and  enhancing  the
overall  stability  of  the  compact  object.  It  is  noteworthy
that the  inclusion  of  MGD  results  in  a  substantial   in-
crease  in  anisotropy within  the  stellar  body compared to
scenarios in GR and  . Specifically, an analysis of the
GR,  ,  and    scenarios  reveals  that  the
presence  of  MGD  causes  the  anisotropy  parameter  to
double. This  observation  underscores  the  significant   in-
fluence of MGD on the anisotropic characteristics of the
system, demonstrating that MGD markedly enhances the
anisotropy within  the  stellar  body.  The  amplified   aniso-
tropy  observed  with  MGD contributes  to  reinforcing  the
stability of the surface layers of the star. The introduction
of  MGD  plays  a  pivotal  role  in  increasing  anisotropy
within  the  stellar  fluid  by  creating  a  greater  disparity
between radial and tangential stresses.
 

f (T ) f (T )+MGD
• We also examined the impact of three relevant scen-

arios — GR,  , and   — on the properties

Sneha Pradhan, S. K. Maurya, A. Errehymy et al. Chin. Phys. C 49, 1051010 (2025)

1051010-20



2.5−2.67M⊙
1.97±

0.04M⊙ 1.667±
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2.4 3.5M⊙
9.80+0.02

−0.01 13.01+0.01
−0.01 km

ζ1

ζ1

M−R ζ1

ρ = Θ0
0 pr = Θ

1
1 ρ = Θ0

0

pr = Θ
1
1

f (T )

of  NSTRs,  using  observational  constraints  from
GW190814 with a mass range of  , as well as
the  NSTRs  PSR  J1614-2230  with  a  mass  of 

  and  PSR  J1903+327  with  a  mass  of 
.  The    curves  show  that  NSTRs  with

masses ranging from   to   correspond to a range
of radii from   to  , determined by the
values of the parameters α, β, γ, and   in the two sectors,
with higher values of α, β, and γ resulting in NSTRs with
smaller  mass  and  radii,  and  higher  values  of    corres-
ponding  to  NSTRs  with  larger  mass  and  radii.  Clearly,
the    curves  associated  with  larger  values  of    for

  and  ,  and  smaller  values  of  α  for 
(and larger for  ), β, and γ can be linked to a stiffer
EOS,  which  supports  the  existence  of  massive  NSTRs
within the modified   gravity theory.
 

ζ1

• An analysis of stability using the anisotropic gener-
alization  of  the  Chandrasekhar  adiabatic  index  and  the
HZN stability criterion demonstrated that our models are
stable.  Additionally,  the  stability  is  further  enhanced  by
the  perturbation of  the  decoupling constant α  and model
parameter  .
 

Bg−α Bg−β Bg−γ Bg− ζ1 Bg−R

Bg

Bg = − 3χ
4

Bg ζ1

Bg−β Bg−γ Bg− ζ1

2.1M⊙

•  Finally,  we determined the  mass  of  the  anisotropic
star  using  equi-mass diagrams  on  various  planes,   spe-
cifically  ,  ,  ,  ,  and  .  This
discussion  focused  on  the  mass  distribution  concerning
the constraints imposed by the bag parameter   , where

.  It  is  observed  from  Fig.  15  that  for  a  given
value of  , an increase in α, β, γ,   , and R results in an
increase in the mass of the star. However, in the analyses
of the  ,  , and   planes, the mass exceeds
the Tolman-Oppenheimer-Volkoff (TOV) limit of 

α, γ, β, ζ1,

R Bg

3.25M⊙ Bg−R

for  a  neutron  star.  Additionally,  no  significant  change
was observed when the constrained parameters 
 were held constant and the bag parameter   was var-

ied.  In  this  analysis,  we  obtained  a  maximum  mass  of
 for the   plane.

 

f (T )

Thus,  our  results  provide  significant  insight  into  the
complex relationship between anisotropy and gravitation-
al  effects  of    gravity,  enhancing  our  understanding
of pulsars and their fundamental physical processes. 
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APPENDIX

 

Pt1(r) = − (A−Br2)(1+Br2)3

(A+Br2)2
×
Ä

36B2γζ2
1 −4ABζ1(1+3β+6Bγζ1+3γζ2)+A4

× (ζ2(2+2β+γζ2)+4χ)−2A3(2Bζ1(1+β+γζ2)+ ζ2(2+2β+γζ2)+4χ)+A2(4B2γζ2
1 + ζ2(2+2β

+γζ2)+8Bζ1(1+2β+2γζ2)+4χ)
ä
+

(A+Br2)−1

8A3(Br2+1)7

{
8ABr2(Br2+1)3+4(A−1)2B2γζ1r2× (Br2+3)2

× (Br2+3)2+4A(−1+A)Br2(1+Br2)2
(
1+3β+3γζ2+Br2(1+β+γζ2)

)
+ ζ−1

1 A2(1+Br2)3
Ä

8ζ1+ (Br2+1)

× r2(ζ2(2β+γζ2+2)+4χ)
ä
×F1(r)

}
−4ζ2,

(A1)
 

Θ22(r) =
(A−1)−1

(Br2+A)2

î
2r2((ζ2(2β+γζ2+2)+4χ)A4−2(2Bζ1(β+γζ2)

+1)+ ζ2(2β+γζ2+2)+4χ)A3+ (4B2γζ2
1 +8B(2β+2γζ2+1)ζ1+ ζ2(2β+γζ2+2)+4χ)A2−4Bζ1

× (3β+6Bγζ1+3γζ2+1)A+36B2γζ2
1 )B
ó
+A2× (ζ2(2β+γζ2+2)+4χ)− (A−1)−1

(Br2+A)
[
(ζ2(2β

+γζ2+2)+4χ)A4−2(2Bζ1(β+γζ2+1)+ ζ2(2β+γζ2+2)+4χ)A3+ (4B2γζ2
1 +8B(2β+2γζ2+1)ζ1
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+ ζ2(2β+γζ2+2)+4χ)A2−4Bζ1(3β+6Bγζ1+3γζ2+1)A+36B2γζ2
1

]
− 1

4(Br2+A)

¶
ζ1(8Br2

+4A−1(Br2+1)−3(A−1)2B2(Br2+3)2γζ1r2+
4(A−1)B(B(β+γζ2+1)r2+3β+3γζ2+1)r2

Br2+1

+A(
(Br2+1)(ζ2(2β+γζ2+2)+4χ)r2

ζ1
+8)(−24B(Br2+1)ζ1ζ2r2+24A−1Bζ1(ABζ2r2

+6(A−1)Bζ1+Aζ2)r2− 1
A2

(3Br2+3)(ABζ2r2+6(A−1)Bζ1+Aζ2)(ζ2(2β+γζ2+2)+4χ)

A2+
16(A−2)B2γζ2

1

(Br2+1)2
+

16(A−1)B2γζ2
1

(Br2+1)3
+

(A−1)−1

(Br2+1)
[
4Bζ1(9Bγζ1+A(2(A−1)β+ (A

−6)Bγζ1+2(A−1)γζ2))
]
− (A−1)−1

(Br2+A)
[(ζ2(2β+γζ2+2)+4χ)A4−2(2Bζ1(β+γζ2+1)+ ζ2(2β

+γζ2+2)+4χ)A3+ (4B2γζ2
1 +8B(2β+2γζ2+1)ζ1+ ζ2(2β+γζ2+2)+4χ)A2−4Bζ1(3β+6Bγζ1

+3γζ2+1)A+36B2γζ2
1 ])r2
ó
−8A−1(3Br2+3)ζ1(ABζ2r2+6(A−1)Bζ1+Aζ2)

©
, (A2)

 

Θ00(r) = Ar2(Br2+1)4(ζ2(2β+γζ2+2)+4χ)+2Br2(Br2+1)ψ22−6Br2(A+Br2)ψ22−3(Br2+1)(A+Br2)

×ψ22−2r(Br2+1)(A+Br2)
(
βN +γN2+χ

)
×
(
2BrL(3+Br2)−1+ r−1

)
4AB(Br3+ r)3(ζ2(2β

+γζ2+2)+4χ)+4Bζ1r(Br2+1)2(A(3β+2Br2(β+γζ2+1)+3γζ2+2)− (2Br2+3)(β+γζ2))

+8Bζ1r(Br2+1)(ABr2(3β+Br2(β+γζ2+1)+3γζ2+2)+A−Br2(Br2+3)(β+γζ2))+Ar

× (Br2+1)4
(
ζ2(2β+γζ2+2)+4χ

)
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ψ11 =
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ó2
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ζ2
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(
A2r2
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Br2+1
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1 r2B2γ

(
Br2+3
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(
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ψ44 =
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4A−1(A−1)2B2γζ2
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