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Abstract: In this study, we present expressions for the full effective potential corresponding to the one-photon ex-
change interaction between two fermions within the framework of the effective Schrödinger-like equation, derived
exactly from the Bethe-Salpeter equation in quantum electrodynamics. The final effective potential is expressed in
terms of eight scalar functions. When these scalar functions are expanded order by order in terms of velocities, we
systematically recover the non-relativistic effective potential organized in terms of velocities. By retaining the exact
momentum dependence in the effective potential, we estimate its corrections to the energy spectrum of hydrogen us-
ing a highly precise numerical method. A comparison is made between our numerical results and those obtained us-
ing  conventional  the  bound-state perturbative  theory.  Our  calculations  suggest  that  this  method can  accurately  ac-
count for all relativistic contributions. It would be interesting to extend these calculations to positronium, muonic hy-
drogen, and scenarios involving nuclear structure and radiative corrections.
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I.  INTRODUCTION

The  study  of  the  energy  spectrum  of  hydrogen-like
atoms  has  been  pivotal  in  the  development  of  quantum
mechanics and has remained important for over a century.
However, addressing bound states within a pure quantum
field theory, particularly when the non-relativistic expan-
sion is  not  valid,  remains  challenging.  Over  the  past   fif-
teen  years,  precise  experimental  measurements  of  the
Lamb shifts  in  hydrogen and muonic  hydrogen have ad-
vanced  significantly;  however,  they  have  also  presented
numerous  challenges  [1−8].  Theoretically,  the  bound-
state  perturbative  theory  is  commonly  used  to  estimate
energy corrections beyond the Coulomb potential (see re-
cent  reviews  and  books  [9−11]  and  the  references
therein). To reliably estimate these corrections, the effect-
ive Schrodinger-like equation [12] or effective Dirac-like
equations [13], which are derived exactly from the Bethe-
Salpeter  (BS)  equation  [14,  15] in  quantum   electro-
dynamics  (QED)  or  non-relativistic quantum   electro-
dynamics (NRQED) [16], should be employed, as there is
no analytical solution for the physical BS equation.

In the bound-state perturbative theory, the interaction
kernel  in  the  effective  Schrödinger-like equation  or   ef-
fective Dirac-like equations is expanded order by order in

αe pi/me,p

me/mp pi

me mp

terms of the fine structure constant  , velocities  ,
and  , where   represents the three momenta of the
particles in the center-of-mass frame, and   and   de-
note  the  masses  of  the  electron and proton,  respectively.
The expansion of the interaction kernel in terms of velo-
cities  implies  that  only  contributions  from low momenta
are  accurately  considered,  while  contributions  from high
momenta need to be treated separately.

Meanwhile,  the  wave  functions  derived  from  the
Schrödinger-like equation with the Coulomb potential de-
crease  polynomially  with  momentum  in  the  momentum
space. These wave functions are used over the entire mo-
mentum range in the bound-state perturbative theory. The
integration of  the wave functions and interaction kernels
includes contributions from both low and high momenta,
which can  introduce  additional  ultraviolet  (UV)   diver-
gences. These differ somewhat from the usual UV diver-
gences in scattering amplitudes that arise from loop integ-
rals  in  radiative  corrections.  Regularization  methods  are
employed to handle these UV divergences [17−19]. After
considering all  the contributions at the same order, these
UV divergences eventually cancel each other out, and the
final results are independent of the regularization proced-
ure and free of divergences.

Throughout  history,  various  other  methods have also
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been  employed  to  investigate  corrections  beyond  the
Coulomb  potential.  These  include  the  use  of  the  Dirac
equation  with  an  effective  potential  [20],  external  field
approximation [9], quasi-potential approach [21−23], and
Foldy-Wouthuysen transformation method [24−26], among
others.

me/mp

αe

In this  study,  we focus our discussion on the relativ-
istic  effective potential  between two fermions within the
framework  of  the  effective  Schrödinger-like  equation,
which  is  derived  exactly  from  the  Bethe-Salpeter  equa-
tion  in  QED  [12].  Different  from  the  usual  bound-state
perturbative theory applied in hydrogen-like systems, we
do not  expand the  interaction  kernel  in  terms of  velocit-
ies and  , but retain them in its relativistic form. The
relativistic form effective potential has correct behavior at
high energy or short distance. By taking the one-photon-
exchange (OPE) interaction kernel as an example, we ex-
press the corresponding relativistic form effective poten-
tial using eight scalar functions which include all relativ-
istic  corrections  at  the  order  of  . This  effective  poten-
tial is valid across the entire momentum range and repro-
duces the usual low energy behavior. With this potential,
the additional UV divergences present in the bound-state
perturbative  theory  naturally  disappear.  Furthermore,  we
use a highly precise numerical method to calculate the en-
ergy spectrum based on this potential. This numerical cal-
culation can be regarded as a complete result incorporat-
ing the OPE interaction and provides an interesting basis
for comparison  with  results  obtained  using  the   conven-
tional bound-state perturbative theory.

The paper  is  organized as  follows.  In  Sec.  II,  we  in-
troduce  the  framework  used  in  our  calculations.  In  Sec.
III,  we  present  the  numerical  results  for  specific  states
and  highlight  their  properties.  We  also  provide  a  brief
discussion  comparing  these  numerical  results  with  those
obtained using the  conventional  bound-state  perturbative
approach. 

II.  BASIC FORMULA
 

A.    Effective Schrödinger-like equation
epIn QED, the bound states of the   system in the cen-

ter frame can be accurately described by the following ef-
fective Schrödinger-like equation [12]: 

[
P0−Ee

1−Ep
1

]
ϕλ̄,µ̄(p1) =

∫
d3 p3

(2π)3
iK̃λ̄λ,µ̄µ(p1, p3,P)ϕλ,µ(p3),

(1)

P = (P0,0) ≡ p1+ p2 = p3+ p4 p1,2,3,4

Ee
i ≡

√
p2

i +m2
e Ep

i ≡
»

p2
i +m2

p pi

pi me,p

λ,µ

where  ;    are the   mo-
menta  of  final  and  intermediate  fermions,  as  shown  in
Fig.  1;  ;  ;    are  the  three
momenta  of  ;    are  the  masses  of  the  electron  and
proton; and   are the indices related to the spinors. The

K̃λ̄λ,µ̄µ(p1, p3,P)interaction kernel   is defined as
 

K̃λ̄λ,µ̄µ(p1, p3,P) ≡ ūᾱ(p1,me, λ̄)ūβ̄(−p1,mp, µ̄)√
4Ee

1Ep
1

× K̄ᾱα,β̄β(p1, p3,P)
uα(p3,me,λ)uβ(−p3,mp,µ)√

4Ee
3Ep

3

, (2)

where the spinors are chosen as 

u(pi,ma,λ) ≡

Ü  
Ea

i +ma

2Ea
i
χ(λ)

1√
2Ea

i (Ea
i +ma)

σ · piχ(λ)

ê
,

χ(+) = (1,0)† χ(−) = (0,1)†

K̄(p1, p3,P)
where    and  .  The  kernel

 is defined as 

K̄(p1, p3,P) ≡ K̄(p1, p3,P)
∣∣∣

p0
1=p0

3=τeP0
,

K̄ ≡ [I−KBS(G0− Ḡ0)]−1KBS, (3)

τe ≡ me/(me+mp) KBS

[I−KBS(G0− Ḡ0)]−1

K̄

where  ,  and  is  the  usual  two-body
BS irreducible  kernel.  Here,  we  directly  make  the   as-
sumption  that  the  inverse    exists,  and
that   can be expressed in a perturbative form as follows: 

K̄(p1, p3,P) = KBS(p1, p3,P)+
∫

d4k
(2π)4

KBS(p1,k,P)[G0(k,P)

− Ḡ0(k,P)]KBS(k, p3,P)+ · · ·
(4)

where 

G0(k,P) ≡ S e
full(k,me)S

p
full(P− k,mp),

Ḡ0(k,P) ≡ 2πiδ(k0)
ï
Λe
+(k)Λp

+(−k)
P0−Ee(k)−Ep(k)

− Λe
−(k)Λp

−(−k)
P0+Ee(k)+Ep(k)

ò
≈ 2πiδ(k0)

Λe
+(k)Λp

+(−k)
P0−Ee(k)−Ep(k)

.

(5)

S (e,p)
fullIn the above expressions,   are the full propagators of

 

Fig. 1.    Diagram for the BS equation.
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Λa
±(k)the electron and proton [10], respectively, and   are 

Λa
±(k) ≡

[
Ea(k)γ0∓ (k ·γ−ma)

](a)
/2Ea(k), (6)

Ea(k) ≡
√

k2+m2
awith  .

αe pi/me,p me/mp

K̃
In the leading order of  ,  , and  , the in-

teraction kernel   can be chosen as 

iK̃(0)
λ̄λ,µ̄µ

(p1, p3,P) ≡ δλ̄λδµ̄µ
−e2

|p1− p3|2
1

[N(p1)N(p3)]1/2
, (7)

where 

N(pi) ≡
[P0+Ee

i +Ep
i ][P2

0− (Ee
i +Ep

i )2]
2P0

[
P2

0− (me−mp)2
] . (8)

αe pi/me,p me/mp

K̃(0)(p1, p3,P)

By utilizing  this  effective  interaction  kernel  and   ex-
panding the equation in terms of momenta and bound en-
ergy, the effective Schrödinger-like equation Eq. (1) sim-
plifies to the Schrödinger equation with the Coulomb po-
tential. The  contributions  from  interaction  kernels   in-
volving  higher  orders  of  ,  ,  and    beyond

  can  be  estimated  systematically  using  the
bound-state perturbative theory,  order  by order.  This  ap-
proach can also be applied in NRQED, where the power
counting and analytical calculations are more straightfor-
ward. 

αeB.    Full interaction kernel in the leading order of 

pi/me,p

pi

In the bound-state perturbative theory, the interaction
kernels  are  expanded order  by  order  in  terms  of  ,
and the  corresponding  matrix  elements  often  exhibit   di-
vergences. To handle these divergences, regular methods
are  employed  during  the  intermediate  calculations.  It  is
important  to  note  that  these  divergences  arise  naturally
owing to the slow decrease of  the wave functions of  the
bound states with respect to momenta  , whereas the ex-
pansion of the interaction kernels in terms of momenta is
not valid in the high momentum region.

K̃(p1, p3,P)
pi/me,p me/mp

αe

K̃(p1, p3,P)

In this study, we adopt a different approach by not ex-
panding  the  interaction  kernel    in  terms  of

 and  . Instead, we employ a numerical meth-
od to directly solve Eq. (1) using the leading-order   ex-
pression of  .

αeIn  the  leading  order  of  ,  only  the  OPE  interaction
contributes. As an approximation, we consider the proton
to  be  a  point-like  particle  in  this  study.  Therefore,  we
have 

K(OPE)
BS,ᾱα,β̄β(p1, p3,P) = (−ieγµᾱα)Dµν(p1− p3)(+ieγνβ̄β), (9)

and 

K̄(LO)(p1, p3,P) = K(OPE)
BS (p1, p3,P)

∣∣∣
p0

1=p0
3=τeP0

, (10)

Dµν(p1− p3)where   refers to the propagator of the photon.
In the Coulomb gauge, we have 

D00(q) =
i
|q|2 ,

D jk(q) =
iq jqk

|q|4 −
iδ jk

|q|2 ,

and 

K̄(LO)
ᾱα,β̄β

(p1, p3,P) = (−ieγ0
ᾱα)

i
|q|2 (+ieγ0

β̄β)

+ (−ieγ j
ᾱα)
ï

iq jqk

|q|4 −
iδ jk

|q|2
ò

(+ieγk
β̄β), (11)

q = p1− p3 j,k = 1,2,3 q0 = 0
p0

1 = p0
3 = τeP0

with  , and  . Here,   because of
the special choice of the momenta with  .

After performing  the  necessary  calculations,  we   ob-
tain the following result: 

iK̃λ̄λ,µ̄µ(p1, p3,P) ≡ χe†(λ̄)χp†(µ̄)V(p1, p3)χp(µ)χe(λ)

=

8∑
i=1

e2Ci[χe†(λ̄)χp†(µ̄)Tiχ
p(µ)χe(λ)]

4z2
1

√
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1Ee
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3 Xe

1Xe
3Xp

1 Xp
3

,

(12)

where 

T1 = 1,

T2 = i(p1× p3) ·σe,

T3 = i(p1× p3) ·σp,

T4 = p1 ·σe p1 ·σp,

T5 = p1 ·σe p3 ·σp,

T6 = p3 ·σe p1 ·σp,

T7 = p3 ·σe p3 ·σp,

T8 = σ
e ·σp, (13)

and 

C1 = (z2− z1)(p1 · p3)2− z1z3 p1 · p3− z2|p1|2|p3|2

− z1Xe
1Xe

3Xp
1 Xp

3 ,
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3)(Xp
1 +Xp

3 )p1 · p3+ z1 p1 · p3

+ (mez1+ te)(X
p
1 +Xp

3 )+ z1Xp
1 Xp

3 ,

C3 = − (Ep
1 +Ep

3 )(Xe
1 +Xe
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+ (mpz1+ tp)(Xe
1 +Xe

3)+ z1Xe
1Xe

3,
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C4 = 2Ee
3Ep

3 p1 · p3+Ee
1(Ep

1 −Ep
3 )|p3|2−Ee

3(mpz1+ tp)

−meXp
3 z1,
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1(Ep

1 +Ep
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with 
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i +ma,

z1 ≡ |p1|2+ |p3|2−2p1 · p3,

z2 ≡ (Xe
1 +Xe

3)(Xp
1 +Xp

3 ),

z3 ≡ Xe
1Xe

3 +Xp
1 Xp

3 ,

z4 ≡ |p1|2+ |p3|2,

te ≡ Ee
1|p3|2+Ee

3|p1|2,

tp ≡ Ep
1 |p3|2+Ep
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pi/me,p
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By  expanding  the  potential V  in  terms  of  ,  it
can be verified that the leading-order term corresponds to
the  Coulomb  potential,  while  the  next-leading-order
terms correspond to the Breit potential. The higher-order
terms  correspond  to  the  effective  potential  beyond  the
Breit potential.  Similarly,  the  expansion  results   corres-
pond to the amplitude in NRQED at the leading order of
, with higher orders of  . 

C.    Energy correction in the bound-state perturbative
theory

Hp ≡ V + (Ee
1+Ep

1 −me−mp)(2π)3δ3(p1− p3)Expanding 
in terms of momenta yields the following results: 

Hp = H(2)
p +H(4)

p + ...., (16)

where 
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2me
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with 
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ò
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2memp

ò
1
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H(4)
p,2(p1, q) = − e2

4memp
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ò
+

ï
e2

4m2
p
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(18)

H(4)
pHere,    corresponds to  the  Breit  potential  in   mo-

mentum space.

|n, l, j,F⟩ nlF
j

In  perturbative  bound-state  theory,  for  a  state
, labeled as  , where n is the principal quantum

number,  l  corresponds  to  the  orbital  angular  momentum
of the electron,  j corresponds to the sum of the spin and
orbital  angular momentum of the electron,  and F corres-
ponds to the total angular momentum, the energy contri-
bution of hydrogen owing to the OPE interaction can be
written as
 

En = E(2)
n +E(4)

n +E(6)
n + ..... (19)

where
 

E(2)
n = ⟨n, l, j,F|H(2)|n, l, j,F⟩ = −α

2
eµ

2n2
,

E(4)
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E(6)
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n −H(2))−1QH(4)|n, l, j,F⟩

+ ⟨n, l, j,F|H(6)|n, l, j,F⟩. (20)

αe ≡
e2

4π
,µ =

memp

me+mp
|n, l, j,F⟩

Here,  ,  and Q  is a projection operat-
or on a subspace orthogonal to  .

E(4)
n,iThe calculation of   can be performed directly, and

the analytic results are expressed as
 

E(4)
n = E(4)

n,0+E(4)
n,1+E(4)

n,2, (21)

where
 

E(4)
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α4
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2n3

ï
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ò
,

E(4)
n,1 =

2α4
eµmp(2me+mp)
n3(me+mp)2

j− l
(2l+1)(2 j+1)

(1−δ0l),
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E(4)
n,2 =

α4
eµ

2

n3(me+mp)
1

(2l+1)(2F +1)

4
3

ï
F2+F − 3

2

ò
δ0l, l = 0

−1
l
, l , 0,F = l+1

− 1
(l+1)

, l , 0,F = l−1.

(22)

E(6)
nThe calculation of   is somewhat complex [27−30],

and there  is  a  UV  divergence  in  the  middle  matrix   ele-
ments  for  the S wave,  as  explained above.  In  this  study,
we do not compare these results. 

D.    Form of the wave function
The wave function in Eq. (1) can be written as 

ϕλ̄,µ̄(p1) =
∑
ᾱ,β̄

χe†
ᾱ (λ̄)χp†

β̄
(µ̄)Φᾱ,β̄(p1). (23)

This results in the following equation: 

[
P0−Ee

1−Ep
1

]
Φᾱ,β̄(p1) =

∫
d3 p3

(2π)3
Vᾱα,β̄β(p1, p3)Φα,β(p3).

(24)

nlF
j F = j± 1

2 = l±1
Φα,β(p3)

To compare with the results in Eq. (22), we also con-
sider  the  state  of  the  system as  .  For  ,
we have the following form for  : 

Φα,β(p3) =
∑
se

z ,s
p
z

χα(sp
z )χβ(se

z)⟨ j jz|lm, sse
z⟩⟨FFz| j jz, ssp

z ⟩Φnlm(p3),

(25)

Fz se
z sp

zwhere    is  taken  as F,  and  only    and    need  to  be
summed. When the effective potential V does not include
spin-dependent terms,  the  above form of  the  wave  func-
tion gives the same result as the following form: 

Φα,β(p3)→ Φnlm(p3). (26)

JP

Φα,β

We  would  also  like  to  mention  that  the  form  of  the
wave functions expressed by Eq. (25) corresponds to the
quantum numbers in non-relativistic quantum mechanics.
When  discussing  states  in  QED,  one  can  consider    as
suitable quantum numbers to determine the most general
form of the wave function    for  solving the equation.
In this case, effects such as mixing of the S and D waves
naturally appear. However, in this study, we limit our dis-
cussion  to  the  relativistic  effects  when  considering  the
above form of the wave functions. 

E.    Numerical method

Φnlm(p)
To  calculate  the  energy  contributions  beyond  the

bound-state perturbative theory, we expand   as 

Φnlm(p) ≈
nmax∑
i=l+1

cniϕ
(0)
ilm(p) ≡

nmax∑
i=l+1

cniϕ
(0)
il (|p|)Ylm(Ωp), (27)

where 

ϕ(0)
il (|p|) ≡ 22l+3 p̄la3/2i2+l

(i2 p̄2+1)l+2

l!√
2π

 
(i− l−1)!

(i+ l)!

×Cl+1
i−l−1

Å
i2 p̄2−1
i2 p̄2+1

ã
, (28)

C p̄ ≡ ap

a =
1
µe2

where    is  the  Gegenbauer  polynomial,  ,  and

is the Bohr radius.
nmaxBy choosing  a  specific  value  of  , one  can  calcu-

late the following matrix:  ∫
d3 p1Φ

(0)†
ᾱ,β̄;ī(p1)[Ee

1+Ep
1 ]δᾱαδβ̄βΦ

(0)
α,β;i(p1)

+

∫
d3 p1d3 p3

(2π)3
Φ

(0)†
ᾱ,β̄;ī(p1)Vᾱα,β̄β(p1, p3)Φ(0)

α,β;i(p3), (29)

Φ
(0)
α,β;i(p1) Φα,β(p1)

Φnlm(p1) ϕ(0)
il (|p1|)Ylm

Ωp1 Ωp3

|p1| |p3|

En ≡ P0,n−me−mp

where   is simply   in Eq. (25) after repla-
cing    with  .  The  integration  over  the
angles   and   can be performed analytically, while
the integration over   and   can be performed numer-
ically with  high  precision.  After  diagonalizing  this  mat-
rix,  the  energy  spectrum    is  obtained
approximately.

nmax

We  would  like  to  highlight  a  significant  difference
between the method described above and the bound state
perturbative  theory.  In  the  latter,  non-relativistic  poten-
tials are utilized order by order. These non-relativistic po-
tentials  can lead to  additional  UV divergences  in  certain
matrix elements, which are only canceled when all inter-
mediate states are considered. In contrast, our calculation
correctly  accounts  for  the  higher  energy  behavior  of  the
effective potential, and there are no additional UV diver-
gences; a finite   can yield precise results. We elabor-
ate on this property in detail in the next section. 

III.  NUMERICAL RESULTS AND DISCUSSION

nmax = 100
me = 0.510998950

mp = 938.27208816 1/αe = 137.035999084

10−20

10−18

In  our  numerical  calculations,  we set  ,  and
the  physical  constants  were  set  as 
MeV,   MeV, and  .
The  relative  precision  of  the  numerical  calculation  for
each matrix element reached  , ensuring that  the ab-
solute  precision  of  the  matrix  elements  was  better  than

 eV. This guarantees the reliability of the numerical
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results.  The  numerical  precision  was  also  tested  for  the
matrix elements involving the Coulomb and Breit poten-
tials.

To compare the results with those obtained using the
bound-state perturbative  theory,  we  decompose  the   ef-
fective potential into three terms as follows: 

V ≡ V0+V1+V2, (30)

V0 V1

V2

V0,V0+V1,V0+V1+V2 En,0,En,1,En,2

where    is  spin-independent,    depends  only  on  the
electron spin, and   depends on the proton spin. We la-
bel  the  energy  contributions  corresponding  to

 as  ,  respectively.  The
contributions beyond the Breit potential are expressed by
the following quantities: 

∆En,0 ≡ En,0−E(2)
n −E(4)

n,0,

∆En,1 ≡ En,1−E(2)
n −E(4)

n,0−E(4)
n,1,

∆En,2 ≡ En,2−E(2)
n −E(4)

n,0−E(4)
n,1−E(4)

n,2. (31)

∆En,i

l = 0,1,2 S ,P,D
j = l+1/2 F = l+1

We present the numeric results for   in Tables 1,
2,  and  3,  respectively,  where    or   waves,

,  and    are considered.  For  a  more  dir-
ect  comparison,  we  also  provide  the  contributions  with
specific orders as follows: 

α5
eµ ∼ 11 µeV,

α6
eµ ∼ 77 neV,

α6
eµ

me

mp
∼ 42 peV. (32)

The results in Tables 1, 2, and 3 clearly demonstrate a
notable property whereby the contributions in the S wave
are significantly larger than those in the P and D waves.

∆En,0(S )

− α
5
eµ

4.5n3
∼ −30α6

eµ

n3

α6
eµ

n3

∆En,0(P)
α6

eµ

20n2

∆En,0(D) n
α6

eµ

In terms of magnitude, the contributions   are

approximately  ,  which  are  larger  than

the  contributions  at  the  order  of  .  The  contributions

 are on the order of  . By contrast, the contri-
butions   weakly depend on   and are much smal-
ler than  .

∆En,1(S ) ∆En,2(S )
∆En,0(S )

The  results  for    and    are  similar  to
those for  ,  indicating that the contributions from
spin-independent  terms  are  most  significant  for  the  S
wave. This  is  expected,  as  the  contributions  from   elec-
tron  spin  are  zero  for  the S wave,  and  the  contributions
from proton spin are greatly suppressed.

∆En,1(P) ∆En,2(P)
∆En,0(P)

The  results  for    and    are  similar  to
each other and differ significantly from  . This in-
dicates  that  in  the  P  wave,  the  contributions  from  the

electron spin are of the same order as the spin-independ-
ent contributions. The spin-dependent contributions in the
D wave are similar to those in the P wave.

To  illustrate  the  contributions  more  explicitly,  we
define the following terms: 

∆E f in
n ≡ ∆En,1−∆En,0 = En,1−En,0−E(4)

n,1,

∆Ehy f
n ≡ ∆En,2−∆En,1 = En,2−En,1−E(4)

n,2. (33)

These terms  reflect  the  corrections  to  the  fine   struc-
ture  and  hyperfine  structure  beyond  the  Breit  potential,
respectively.

∆E f in
n ∆Ehy f

n

− α
6
eµ

22n2

The  numeric  results  for    and    are presen-
ted in Tables 4 and 5, respectively. The numerical results
in Table 4 indicate that the contributions to the fine struc-

ture beyond the Breit potential are approximately 

 

∆En,0(l)
10−12

Table 1.    Numeric results for the energy corrections  ,
where the unit is peV (  eV).

n
peV

∆En,0(S ) ∆En,0(P) ∆En,0(D)

n = 1 −2349361 − −

n = 2 −289552 813 −

n = 3 −85154 424 13

n = 4 −35738 242 16

n = 5 −18225 151 14

 

∆En,1(l)
j = l+1/2 10−12

Table 2.      Numeric  results  for  the  energy correction 
with  , where the unit is peV (  eV).

n
peV

∆En,1(S ) ∆En,1(P) ∆En,1(D)

n = 1 −2349361 − −

n = 2 −289552 −44 −

n = 3 −85154 50 3

n = 4 −35738 48 6

n = 5 −18225 37 6

 

∆En,2(l)

F = j+1/2 = l+1 10−12

Table 3.      Numeric  results  for  the  energy correction 
with  , where the unit is peV (  eV).

n
peV

∆En,2(S ) ∆En,2(P) ∆En,2(D)

n = 1 −2357360 − −

n = 2 −290555 −45 −

n = 3 −85452 50 3

n = 4 −35864 48 6

n = 5 −18289 37 6
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−10

−α
6
eµ

n2

−200α6
eµ

n3

me

mp

in the P wave and   peV in the D wave. These values
are much smaller compared to the contributions of  .

The  numeric  results  in  Table  5  show  that  the  contribu-
tions to the hyperfine structure beyond the Breit potential
are approximately   for the S wave, while the
contributions are negligible for the P and D waves.

nmax ∆El+1,0(l,nmax)
nmax

0.5 nmax > 60

To demonstrate  the  uncertainty  arising  from  the   ap-
proximation  of  finite  ,  we  plot    as  a
function of   in Fig. 2. The results clearly indicate that
the  uncertainty  is  smaller  than    peV  when  ,
suggesting that the approximation is reliable.

Ḡ0

In our calculations, we do not expand the OPE inter-
action  kernel  order  by  order  in  momenta;  instead,  we
solve the effective Schrödinger-like equation using a nu-
merical  method.  This  approach  enables  us  to  include  all
contributions from  ladder  diagrams  with  the   approxim-
ated propagator   and full photon propagator, while ex-
cluding the crossed diagrams. Consequently, the compar-

E(2)+E(4)

ison of our results with those obtained from higher-order
bound-state perturbation theory is not straightforward. To
directly compare the pure relativistic contributions due to
the OPE interaction  by the  two approaches  at  higher  or-
ders, one would need to separate the contributions in the
bound-state  perturbation  theory  based  on  the  diagram
types  and  momentum  regions,  and  then  compare  them
with  our  results.  In  the  bound-state  perturbation  theory,
the pure relativistic contributions are usually mixed with
the  same-order  radiative  corrections.  Therefore,  we  only
compare our results with  .

ep→ ep
αe

In  summary,  the  effective  potential  associated  with
the full OPE interaction in momentum space is expressed
through  eight  scalar  functions.  The  expansions  of  these
scalar functions directly correspond to the   amp-
litude  in  NRQED or  the  quasi-potential  at  order    and
any desired order of momenta. Our precise numerical cal-
culations suggest that all relativistic contributions can be
captured using this method. Extending these calculations
to  positronium,  muonic  hydrogen,  and  cases  involving
nuclear structure and radiative corrections would be inter-
esting directions for future research. 
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