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摘要 用坐标Bethe ansatz方法详细研究了开边界条件下一类新Hubbard模型的可积性问题. 得到了

系统的能谱、可积边界条件和Bethe ansatz方程.

关键词 Hubbard模型 分数统计 开边界

系统的边界效应是凝聚态物理中一个很重要的

问题. 近年来, 各种带边界条件的精确可积系统已成

为研究的热点, 以期揭示边界效应对系统的影响[1—4].

强关联电子系统的研究由于高温超导的发现而受到

重视, 而最受关注的模型是已被广泛研究的Hubbard

模型. Hubbard模型最初是为了讨论过渡族金属窄

d带中的电子关联问题提出的, 它的精确解已由Lieb

和Wu于1968年给出[5], 其量子涨落由同一格点的库

仑排斥作用引起. 后来发现一维Hubbard模型在远

离半充满状态时呈现出Luttinger液体行为[6]; 而二维

Hubbard模型可以解释一些高温超导现象[7], 从而引

起了人们广泛的研究兴趣, 成为近几年来凝聚态物理

中的一个研究热点.

最近Andreas Osterloh提出了一类新的Hubbard

模型
[8], 其哈密顿量的表述形式与标准Hubbard模型

相同, 但粒子的产生算符和消灭算符的交换关系发生

了变化, 它相当于系统中粒子的属性发生了变化, 由

服从费米统计的费米子变成服从分数统计的任意子.

Andreas Osterloh[8]
详细研究了该模型在周期边界条

件下的可积性, 给出了系统的能谱和Bethe ansatz方

程, 但开边界条件下的精确解至今还未见报道. 本文

用坐标Bethe ansatz方法给出了此模型在开边界条件

下的精确解, 在此精确解的基础上, 我们还可以研究

系统的热力学性质, 如比热、磁化率、边界效应等.

开边界条件下Hubbard模型的Hamilton量可写

为

H = −t
L−1∑
i=1

2∑
σ=1

(f+
i,σfi+1,σ +h.c.)+

D
L−1∑
i=1

ni,1ni,2 +
2∑

σ=1

(g1σn1σ +gLσnLσ) , (1)

式中f+
i,σ(fi,σ)是第 i个格点自旋为σ (σ = 1表示自旋

向上, σ = 2表示自旋向下)的粒子的产生 (湮没)算

符, ni,σ是粒子数算符 (ni,σ = f+
i,σfi,σ), t是近邻粒子跳

跃振幅, D是同一格点库仑作用势的强度. g1σ和gLσ

(σ =1,2)是边界场耦合强度系数.

产生算符和湮没算符满足如下变形关系

f+
j,σfk,σ′ +qσ,σ′

j,k fk,σ′f
+
j,σ = δj,kδσ,σ′ ,

fj,σfk,σ′ +qσ′,σ
k,j fk,σ′fj,σ =0 .

(2)

qσ′,σ
k,j 为变形参数, 它依赖于坐标和自旋. 为了保证标

准对易关系式

[ni,σ,nj,σ′ ] = 0 ,

[
ni,σ,f+

j,σ′
]
= δi,jδσ,σ′f

+
j,σ′ ,

[ni,σ,fj,σ′ ] = −δi,jδσ,σ′fj,σ′ ,

(3)
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成立及粒子满足SN群的non-Abelian表示, 需变形参

数满足如下关系

qσ′,σ
k,j = (qσ′,σ

k,j )−1 =(qσ′,σ
k,j )+ ,

[
f+

i,σ, qσ,σ′
j,k

]
=

[
f+

i,σ, qσ,σ′
j,k

]
=0 ,

(4)

利用标准的坐标Bethe ansatz方法, 当系统有N

个粒子, 且M个自旋向下时, Hamilton量公式 (1)的

本征态可设为

|ΨN〉=
∑

π∈SN

∑
j1···jN

Ψ(jI |π)F+(jI |π) |0〉 . (5)

为了简化表示, 采用如下标记

jγ
.=(jγ(1), · · · , jγ(N)) ,

F+(jγ |π) .= f+
jγ(1),σπ(1)

· · ·f+
jγ(N),σπ(N)

,

式中 jn表示粒子的位置. γ ∈ SN , I是SN中的恒等置

换.

由于Fock态只与粒子的坐标和自旋有关, 与粒子

产生的顺序无关, 对于任意γ′, γ ∈ SN粒子置换要求

满足如下等式

Ψ(jγ |γ◦π)F+(jγ |γ◦π)≡Ψ(jγ′ |γ′◦π)F+(jγ′ |γ′◦π) , (6)

上式同时确定了波函数的交换对称性. 由于任一置

换可写成相邻数码对换之积, χl
.= l ↔ (l + 1), γ

.=

χn ◦· · ·χ2 ◦χ1, 得到不同区间波函数应满足如下关系

Ψ(jγ |γ ◦π)=
n∏

l=1

[
−qs′(l),s(l)

x′(l),x(l)

]
Ψ(jI |π) , (7)

其中

x(l)=jγl◦π(l), s(l)= σγl◦π(l) ,

x′(l)=jγl◦π(l+1), s′(l)= σγl◦π(l+1) .

由方程 (7)可知, 只要已知Ψ(jI |π)就可获得其他

区域的波函数. 考虑一个特定的区域 (1 6 j1 6 · · · 6
jN 6L), 此时波函数试探解可设为

Ψ(j|π)=
∑

π′∈SN

A(π′|π)exp

[
i

N∑
m=1

jmPπ′(m)

]
, (8)

其中π′表示N个互不相等的波数pπ′(m)的一个置换,

这里pπ′(m)既可取正值也可取负值.

将试探解代入薛定谔方程, 可得到一系列方程,

经过仔细分析这些方程发现, 要使此模型主体部分可

积, 除 (12)式中的两体散射矩阵满足Yang-Baxter方

程外, 依赖于坐标和自旋的变形参数须满足如下关

系
[8]:

qσ,σ′
j,k =





eiψ(σ+σ′)eiϕ̃·(σ−σ′) , j > k,

eiϕ·(σ−σ′) , j = k,

e−iψ(σ+σ′)eiϕ̃ •(σ−σ′) , j < k,

(9)

且ϕ− ϕ̃±ψ(0) = 0, mod 2π. 当ϕ = ϕ̃ = 0, ψ≡ 0时任

意子退化为费米子; 当ϕ = ϕ̃ = 0, ψ(±1)≡ π时系统对

应于硬核玻色系统. 同时得到波函数振幅应满足如下

关系

Aσπ(1),··· ,σπ(N)
(pπ′(1), · · · ,pπ′(N))=

Uσπ(1)
(pπ′(1))Aσπ(1),··· ,σπ(N)

(−pπ′(1), · · · ,pπ′(N)) , (10)

Aσπ(1),··· ,σπ(N)
(pπ′(1), · · · ,pπ′(N))=

Vσπ(N)
(−pπ′(N))Aσπ(1),··· ,σπ(N)

(pπ′(1), · · · ,−pπ′(N)) ,

(11)
Aσπ(1),··· ,σπ(m),σπ(m+1),··· ,σπ(N)

×

(pπ′(1), · · · ,pπ′(m),pπ′(m+1), · · · ,pπ′(N))=

S
σ′π(m+1)σ′π(m)
σπ(m)σπ(m+1) (pπ′(m)−pπ′(m+1))×

A
σπ(1),··· ,σ′

π(m+1),σ′
π(m),···σπ(N)

×

(pπ′(1), · · · ,pπ′(m+1),pπ′(m)
, · · · ,pπ′(N)) , (12)

及能量本征值

E =−2
N∑

k=1

cos(pk) , (13)

其中S为两体散射矩阵

S(λ,λ′;m)=
i (λ′−λ)eiΦ·(τ−τ ′)Pm,m+1−D

2t
I

i (λ′−λ)−D

2t

, (14)

其中λ
.= sinpπ′(m), λ′

.= sinpπ′(m+1), τ
.= σπ(m),

τ ′
.= σπ(m+1), Uσ(p)和Vσ(p)分别为左边界和右边界

反射矩阵

Uσ(p)=
g1σe−ip + t

g1σe+ip + t
,

Vσ(p)=
(gLσe+ip + t)e−ip(L+1)

(gLσe−ip + t)e+ip(L+1)
.

(15)

由关系式 (10), (11)及 (12)可得

Aσπ(1)···σπ(N)
(pπ′(1), · · · ,pπ′(N))=

{
U(pπ′(1))X̂12X̂13 · · ·X̂1NV (pπ′(1))×

XN1 · · ·X21

}σγ(1)···σγ(N)

σπ(1)···σπ(N)

×

Aσγ(1)···σγ(N)
(pπ′(1), · · · ,pπ′(N)) , (16)
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式中X =PS,

Xij =

i(sinpπ′(j)−sinpπ′(i))e−iΦ·(σπ(i)−σπ(j))I−D

2t
Pσπ(i)σπ(j)

i(sinpπ′(j)−sinpπ′(i))−D

2t

,

X̂ij =

i(sinpπ′(j) +sinpπ′(i))e−iΦ·(σπ(i)−σπ(j))I−D

2t
Pσπ(i)σπ(j)

i(sinpπ′(j) +sinpπ′(i))−D

2t

,

(17)

U(pπ′(1))= diag(U1,U2), V (pπ′(1))= diag(V1,V2).

(18)

现在来对角化方程 (16)式, 如果方程对各个p的

任意取值都可对角化, 则系统可被精确求解. 不难发

现 (16)式类似开边界条件下各向异性XXZ模型的转

移矩阵
[9].

定义算符

t(p)= Tr0K+
0 (p)L01(−p,pπ′(1))L02(−p,pπ′(2)) · · ·

L0N(−p,pπ′(N))K−
0 (p)LN0(pπ′(N),p) · · ·L10(pπ′(1),p) ,

(19)

式中

L0m(p,pπ′(m))=

i(sinpπ′(m)−sinp)e
−iΦ·(σπ(0)−σπ(m))

I−D

2t
P0m

i(sinpπ′(m)−sinp)−D

2t

,

K+
0 (p)=

i
D

2t
+2sinp

(
i
D

2t
+sinp

)
4sinp

diag
(
− i

D

2t
U2+

(
i
D

2t
+2sinp

)
U1,−i

D

2t
U1 +

(
i
D

2t
+2sinp

)
U2

)
,

K−
0 (p)= diag(V1(p),V2(p)) .

利用算符 t(p), 方程 (16)变为

t(pπ′(1))A(pπ′(1), · · · ,pπ′(N))= A(pπ′(1), · · · ,pπ′(N)) .

(20)

此时Hamiton量 (1)的对角化问题转化为对角化

t(pπ′(1)). 利用Yang-Baxter方程及XXZ模型的反射

方程
[9], 不难证明含有不同谱参数的转移矩阵 t(p)彼

此相互对易, 从而模型是可积的. 利用XXZ模型反射

方程的对角解

K−(p)= diag(ζ−+sinp,ζ−−sinp) , (21)

K+(p)= diag(ζ+− i
D

2t
−sinp,ζ+ +i

D

2t
+sinp) . (22)

我们发现只有当Uσ(p)和Vσ(p)满足下列关系式

U1(p)
U2(p)

=
ζ+−sinp

ζ+ +sinp
,

V1(p)
V2(p)

=
ζ−+sinp

ζ−−sinp
, (23)

时转移矩阵 t(p)相互对易, 其中 ζ+和 ζ−是自由参数.

对比 (15)和 (23)发现g1σ和gLσ满足下列约束关系时

系统可积.

ζ− =





∞ for gL2 = gL1,

t2−g2
L1

2itgL1

for gL2 =−gL1,

ζ+ =





∞ for g11 = g12,

t2 +g2
11

2itg11

for g11 =−g12.
(24)

由标准的Bethe ansaz方法, 经过一系列计算, 可得如

下Bethe ansatz方程

N∏
k=1

(
νm +sinpk +i

D

4t

)(
νm−sinpk +i

D

4t

)

(
νm +sinpk− i

D

4t

)(
νm−sinpk− i

D

4t

) =

(
ζ+ +νm +i

D

4t

)(
ζ−−νm− i

D

4t

)

(
ζ+−νm +i

D

4t

)(
ζ−+νm− i

D

4t

)×

M∏
n6=m

(
νm−νn +i

D

4t

)(
νm +νn +i

D

4t

)

(
νm−νn− i

D

4t

)(
νm +νn− i

D

4t

) . (25)

由条件 t(pπ′(1)) = 1, 还可获得新模型的另一个Bethe

ansatz方程
(g11e−ipk + t)(gL1 + te−ipk)
(g11eipk + t)(gL1 + teipk)

e−2ipkL =

M∑
m=1

(
sinpk +νm +i

D

4t

)(
sinpk−νm +i

D

4t

)

(
sinpk +νm− i

D

4t

)(
sinpk−νm− i

D

4t

) . (26)

至此, 完成了Hamilton量 (1)的对角化, 其本征

值为E = −2
N∑

k=1

cos(pk). 参数{pk}由两组超越方程

(25), (26)决定.

本文用坐标Bethe ansatz方法详细研究了粒子服

从分数统计时, 开边界Hubbard模型的可积性. 得到

了系统的能谱和Bethe ansatz方程及和可积性条件相

容的4种可积边界场. 利用上述结果和热力学Bethe
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ansatz方法, 可进一步研究此模型的热力学性质, 比 如比热、磁化率、自由能、表面自由能等.
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Exact Solution of a New Class of Hubbard-Type Models with

Open Boundary Conditions *
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Abstract A new class of Hubbard-type models with open boundary conditions in one dimension is studied in the frame-

work of coordinate Bethe ansatz method. The energy spectrum, integrable boundary conditions and the corresponding

Bethe ansatz equations are derived.
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