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自逆反易矩阵和变换法求本征值
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摘 要

我们找出了由反易 自逆矩阵荷载的转动群表示
,

统一地推广处理 了 /5 6> 卜

? 59 ≅Α 9: , ΒΧ
,

)Δ ΧΔ
一

1Ε
9 ΦΓ ΑΒ Η

,

)Α ΕΗ ΙΕϑ
Ε川 等提出的各种变换 Κ 建 立了一个儿何图

像
,

借助于它可以很容易地找到所要求的变换 Κ 举例说明了这方法在本征值问题

中的应用
7

引
7

言

在场论中
,

有许多方程是用自逆的
、

相互反对易的矩阵表示的
7

例如著名的 ΛΔ
ΙΕΓ 方程

<,’介Μ
Κ

十 。=办 Ν 。 <6=

中的
,

就是四个自逆反易矩阵
7

又如 1Ε ΗΒ ≅ΕΧ Δ 和 ∋Ε ΗΕ≅Ε ΟΠ 等得到的 。一
、 一
粒子在电磁

场中运动的方程

<Θ =

、,877百7‘77Ι777,
Ι

、6、867

%∋7

ΔΕ
Ρ

价Ν % 沙
,

% 一
。
币 Σ 。不

, 十 里 一二 Φ
,

%冬
3

7

Τ Υ Τ琳 8

7

一 「扩
, 。

, 一 了
沂 、不厂贾

7

一 欠8
7

3‘爪

万=Θς 。 一 二,
乙护刀

中的
。Ω 、 。 Κ 即为反易自逆的 ∃Ε 96Δ 矩阵

7

另外
,

?
ΒΕΞ ΒΙ

,

% Ε Υ Υ Β Ρ
和 . 55> (ΘΠ 也提出过一

种高自旋方程
Δ口Ρ

少 Ν %
,

价
7

<Ω =
对于

一
粒子和粤

一
粒子

,

%
Ρ

中所包含的矩阵 。
·

和 澎之间也是反对易的
7

Θ
Ψ

一 一
’

一 一
Ψ

求这样一些方程的本征值
,

当然可以直接解方程
,

但是也可以用一些变换把方程对角

化
,

从而比较容易地求出本征值来
7

在 ΛΔ
ΙΕΓ 方程的情形

,

著名的 /56 勿
一

? 59 ≅Α 9: ΦΒ Χ
变

换ΟΩΠ
、

)Δ ΧΔ
一

1 59 ΦΓ ΑΒ Η 变换≅7 以及其它如 ) ΑΕΗ ΙΕϑ ΕΙ ≅Δ 变换 ≅!8 等都是属于这一类
7

在有相互

作用的时候
,

如何应用这一类变换
,

也有过不少讨论
,

但只限于荷电粒子在均匀稳定磁场

中的运动
7

一个有意义的方向是
,

如何把这类变换用到强子结构问题中去
7

鉴于这类变换在解问题上的方便性和它在理论上的意义
,

在 /一? 变换提出以后
,

不

少人提出了各种各样的变换
,

有的是么正的
,

有的则不是
,

并且证明了存在无穷多种变换
7

但是这些变换的提出都是孤立的
,

缺乏用统一的观点来推求这些结果
7

本文试图用一个

本文  #  年 Ω 月 Ζ 日收到
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统一的出发点来处理这个问题
7

其实
,

很大一部分本征值问题可以归结为下面算符 ( 的本征值问题
6 十

( 一 艺
。 ,Ι‘

7

[ ∴

< =

这里
。‘

是时空坐标或其它宗量的算符
,

[
‘

则是满足自逆反易关系的
,

阶矩阵

][
‘,

[, ⊥ Ν Θ占Κ ,
7

<Φ=

因此
,

用变换法求本征值
,

就是求使 < = 对角化的变换矩阵
7

在第二节中
,

我们从同步不变的观点证明了 [‘可以荷载一个 ∀ ,十Κ

群的表示
,

并求得

表示的矩阵 Κ特别讨论了把 < = 转到一个轴上的转动 Κ 用到 ΛΔ
Ι
ΕΓ 情形

,

除了得到先前提

出过的各种变换外
,

还可以得到一个新的变换
7

在第三节中
,

讨论了带不可易算子的 ( 的对角化变换
,

为有相互作用时的应用作准

备
7

在第四节中具体讨论了这个一般模式的若干应用
7

二
、

反易自逆矩阵荷载的转动群表示

在本节中
,

假定
。‘
之间彼此可以对易 Κ 对反易自逆矩阵 [‘

,

可不失一般性 地 假 定 Ρ

6 十 个 [‘是不可约的反易自逆矩阵组
7

因此
,

如果矩阵的阶
。 Ν Θ “

,

则 6成 Θ广
7

<劝 中的
。 , ,

一

[
‘

可看作二个空间中的矢量
, ( 是它们的

“内积
” 7

如果在转动下
,

这二

个矢量按同一方式同时转动
,

则 ( 不变
7

这种在二个空间中作同步变换而不变的量可以

称为同步不变量
7

我们用这一个观点来寻找 [‘所荷载的转动群表示
7

。‘在转动。下如 <6 Σ 6= 维矢量那样变换

、,了、少
声

、产厂0脚了Χ卜了、
 、了‘、!

∀ # ∃ 。‘∃ 一 ,

一
。‘, ! , 二 艺

召‘, ! ,
 

、 、声 广、 产
%,&%
  
∋

(‘、
曰 王曰∋ 

厂、
、

了、

这里
,

勺 是 ) 十 ∋ 维复空间转动群 ∗ , 十, 的矢量表示矩阵元

+ ,护+ ‘灸 # 占−戈
, +护‘+ 灸, # 占,反

 

要求 . 在 ∃) 十 ∀ 下同步不变
,

则当有

∗ ∋ ∗ 一 ∋

# ∋
 

利用 /0 1 和 / 2 1 得

∃ 3
‘∃ 一 ,

# + ‘, 3,
 

为了求出 3矩阵荷载的转动 ∗ 的具体表示 4 ,

我们可以考虑无穷小变换
,

这时

+ ‘矛# 舀‘− 5 ! ‘护
, ! , − # 一 ‘∋∋ ,

相应于
+ ,

在矩阵空间诱导的表示 为

4 一 ‘5
合

“ , , −‘, , 了一‘一 ‘一

合
·‘,−‘, ·

其中
,

又, 满足关系

6 − , 7 ,

3
‘

8 # 占‘, 37 一 占、7 3,
 

/ ∋ 1 的解为
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ΦΔ 。 Ν 今<[, [_ 一 色, = Ν 今 ([, ,

[_ Π
,

Τ 斗
< Ω =

它是厄米的
7

这样
,

我们确实找到了一个表示
,

换
7

在一般有限变换下
,

有

在此变换下
,

[‘如同一个 <6 十 6= 维矢量那 样变

1

一。
行
一“

‘

今
, “‘, 一

专
【“

,

‘, ,
, 1 “1 一‘

一
‘,

·

< =

由于 [_
中有的是对角的 <或块对角的=

,

称为偶的或好的切
,

有的是斜对角的
,

称为奇

的或坏的
7

那么
,

把 ( 对角化的问题
,

就化为寻找适当的
,

抓
口

,Δ= 把 ( 转到偶的 [的轴上

去
7

我们首先考虑 ( 到一个轴的变换
7

从反易矩阵的一般知识知道
,

只有一个 [阵是全

对角的
7

不妨设此阵为 [6 Σ ,

我们考虑转到 [6 Σ Ρ
轴上的转动

7

由
。。的意义知道

,

这时只

要取
Β ‘, Ν 5 ,

<Δ
,

⎯ Ν 6 , Θ ,

⋯
, 6=

。‘ Κ Σ Ρ Ν 一Β αΣ ‘ 神 5

就行了
7

为方便起见
,

令

、,产、少、7Θ砚少‘2勺了
, 7几, 7几7 7几了7、了、了、

、
Β ‘ , Σ 、二 。, , Φ ‘, Σ , 一粤β、

<Κ 一
, Θ ,

⋯
, , =

Τ

于是
,

由 < = 得

认 Ν 了[
,

[
, Σ Κ ,

]口
, ,

口
,

⊥ Ν Θ占万
7

Μ ‘
是 6 个反易自逆矩阵

7

< = 变为

1

一<合郭
。

办一份
若二 <杏

,

⋯
,

夸
,

=
,

β 兰 <β
, ,

⋯

·

哟
·

,

β ,
=

7

把 < #= 展开为
7

χ

烤
·

β
χ Ρ χ

7

飞一

一
万 3 < ; =
夸一Θ夸一Θ

0)一一1

这里
,

梦Ν 套
·

氛

在变换 < != 下
,

[‘作如下变化

1 [‘Ρ 一 Ρ

一 [‘一 <解
Κ ‘, Σ , Σ Θ

δ ε

。_

、套
7

Κ Σ
<掣

。‘

δ ε

,
χ Ρ χ

Ρ

夸
。

一
‘ ∋ Δ Χ —

2 ‘

Θ 小一 <‘ ’

夸一Θ
Χ

7

只

<记住
,

乡十 ‘ ∀=
7

同时我们有

丁‘1

一
1[Δ 了

一卜
一

踏
)
汗 Σ

7

夸
Θ ΦΔΧ

乙
7

二丁

石 <
·

‘ ·

Ρ =
=
Ρ

⊥
·

[

Σ

呼
二 ‘Σ 一 “一=

‘了一
<Θ ∀ =

这里 7 Ν <
Β , ,

⋯
, Β ,

=
,

[ Ν <[
6 ,

⋯
,

[,
=

7

<Θ ∀= 是我们的基本式子
,

我们由此来讨论各种变换
7
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全对角化
7

此时
,

要求 ( 在转动后
,

没有 , 上的投影
,

即

ς
Φ ΔΧ 占

,

一 气落一 亡

6ΣΟ 十

以 省点乘
,

考虑到 省平行
Β ,

可得
‘

,

χ 6Β φ

哪 Ψ
一

这样
,

<Θ ∀= 式中 [6 Σ 、
前的系数为

鱼直
Β

7

夸
若Σ

Β 5 Φ夸。 , Σ Ν 了矛 Σ 。
6
Σ Ρ Ν ⊥( ⊥

<Θ =

<Θ Θ =

<Θ Ω =

七‘

9、 声:
七‘ !

杏一
%

于是

4 # ! ; <
3 杏 !

·

3
,

、=
气一 代罗下一 万 ∋ 5 ) 护一9 ( 】 ∋ : 了 > ∋/ ∋∋ ∋ 5

’

亡‘5 ∋
1
/ ?≅ > 5

! , 5 ∀ 一 !
·

3Α
‘5 Α 1

,

4 ! ‘
3
‘4 一 ’

#
 

竺丝生 子
 =

卜 ∋∋ 十 ,

Β ∃ − Χ

一 们
。 > 5 。称

,

3)5
) ,

ΑΧΧ 一旦
 / 斗1

己 ) 5 ∋

我们来看这一变换的几何意义
 

∋ 可被看作 3 空间的一个矢量
,

它的模方为

. , # ! · ! 5 。
)
5 ∋ ,

/ Δ 1

可见
, !) 5 ∋ 是它在 3) 5 ∋

轴上的投影
,

而
! 则是它在垂直于 声)5

, 轴的超平面内的投影
 

因

此
,

夸就是 . 与 3) 5 ,
轴的夹角 /图 ∋1

 

。 , 5 ∀ : ! ∃ −
杏# ∋ ∋一 了扩 5 。

)
5 ,

/ 0 1

即为矢量 . 的模
 

变换 / 勺的几何意义为
∀
把 . 绕垂直于 了.5

∀ 的方向作一旋转
,

转过 .

与 ∋∋ 5 ∋

之间的夹角
,

就把 . 转到了 ∋∋ 5 ∀ 轴上
 

当然
,

这时 . 在 3)5 ∀
轴上的投影就是 . 的模

长
 

借助于这种几何图象
,

我们可以容易地找到所需要的变换
 

另外还要说明一点
 

如果在 Ε / )
,

)1 空间
,

即有一维纯虚 /相应算符反厄米 1
,

此时
,

可能为负数
,

我们规定

丫下 # ,丫二不# ,.∗
,

. 。一了二几乏
 

/ 2 1

利用关系

ΑΧ
一 ,

/ 一 ,州 1 # 一 ∋Α Φ一 ,却 / Δ 1

及
! Φ/ ,留1 # Γ ∃ − 留

, − Φ/ ,留 1 # ∋ −−% 川
,

/ Η 1

就可以得到相应的变换
 

例如
,

如果上面 必 是厄米的
,

而
。‘十 Ι
是反厄米的

,

那么
=  

ϑ! ϑ
Χ # ΑΧ

‘

一 # 一咧
, 即 一 Α %

’

Κ > ! )从一“ )5 ) 1 8 , ! ∃ − 考#
! ∃ −
又一 阳 1 一 Γ Φ 阳 ,

又Λ & 1
亡 )5 )

、 :

Μ)
了Α、

、 怪‘Ν

>
‘

Ο)Π1,Θ
, 3 ∃ ,!

·

3
,

、
=

Π

一
! ; Ρ 、勺

一 #

下产
‘

∋ ∋5 ) > 一
、 乙 )! ) : 丫

∗ / ≅。 5 >
。。

ϑ1
/ . 。 5 )

! 。
> 5 。/

。∗
1

!
·

4 ! 、
3
‘4 一 ’

Α Φ留 #

! Φ留

ϑ! ϑ

一 Α己 )5 )

3≅ 5 ∋ #

ϑ! ϑ
! ∃ ,

, 。/
。∗

1 丫二砰3
) 5 ∋ ,

亡 ∗

Γ ∃ # 一
孚亡) 5 ) , 0 气己∗少一 了二一∋

#

∋ Β ∃ )
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但这时
,

变换 <Ω = 不是么正的了
7

Θ
7

块对角化
7

从 <Θ ∀ = 看
,

显然还有一种变换
,

可以说与上面的变换互余
,

即把 ( 转到

与 [6Σ Κ
轴垂直的超面中去

7

这时
,

只要令 ⎯6 Σ ,
前的系数为零就可以了

,

我们有

、
,
、ς 7、7ς、,
矛

,一,⎯月份受」,⎯,、,⎯ΤΣ了、了 、了‘、了 、
=

=

犷
, = 。 ,

一
Τ

‘
’

一石 塔 Δ 一 一 Γ) 5 ),
雪

满足此方程的 梦很多
,

为容易解起见
,

不妨假定 犷反平行于
! ,

此时

3 前的系数为
! 一

/
Η‘% “

’

一

唁夸
’

一

昔
·

5 Δ∋ 矿互
。

 

马里一
兰一

3 : 3 Γ ∃− 3

于是最后有
, : 公 , , !

·

Υ、
义 一

! ; < 、一 花丁 Χ 一下下一 1
9 ‘ )! ) :

∋

了 ∋∋ ∋/ ∋∋ ∋ 5 。 ϑ! )1
/ >, > 5 。

.!) 十
毕粤土!’

·

3),5 尔
、 )! ) :

了·

尸一哥
一司

一杯
啥封一眷 一 !/! .5

∋

, Τ

,
。 , 5 ∋

∋
’

和前面一样
,

这个转角 了正是前面转角的余角
,

不过转的方向相反
,

故转角前还要出

一个负号
 

Μ
 

如果 . 中没有包含全部
。
阶反易自逆矩阵

,

那么还可以有其它形式的变换使之全

对角化
 

因为这时 . 在 3矩阵空间中只在某个超面里
,

有的轴上没有分量
,

我们可以把 .

全转到这种轴上
 

例如
,

. # 艺
。‘Ο, , ) ς , ,

/ Μ 0 1

设 扬
5 ,
是另一个与 3, /Α’ # ∋ , ,

⋯
,

扬
5 ∀
轴上 /符号 “

为保证正向转动1

) 5 )1 反易的 自逆矩阵
,

那么转粤角就把 . 转到

甲 : , 二 , ! )
,

9 ∋ :
,  

! ,

八
∋ # ! ; < 气一 一

下二下 . (Ω 5 , 】#
夕

一不二二 飞∋ 十 下二下 ∋ 叮5 ∋ ∋ ∋,

9 >. ϑ :
了

9 ∋∋ ∋
/ Μ 2 1

、、(
Π

产、、 产Υ八Η%&,Ξ凡‘一月,(、:、(气、
# = ,

∋ :
,

!
, ,

、
. # 一下二二二 飞) 一

Ι ∋ 二 ∋ 口 5 ∋ ∋ ∋,

丫 9 Ξ∋ ∋
一

:

4 ≅了一 ‘

一 。 . , ∋3
( Ω 5 ,

一 。

丫藕九
Ω 5 ∀  

由于 4 中因子 . : ϑ川不变 ≅
,

所以
 

# ,

∋ : ∋
 ,

、
∋ # 一不二二 飞下 , 二 月# ‘ ∋

。丰∋ ∋

了 9∋∋∋
一

:

就可达到同一转动效果
 

三
、

带不可易算子的转动

如果 / Ψ 1 中的 。,

不是全可对易的
,

那么就不能像前面那样变换
 

不妨把不可对易的
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算子记为 γ
‘,

可易的则仍记 为
。‘

7

相应地把 ( 改写为

一 艺 γ ‘Ι‘ Σ 艺
Β , Ρ ⎯ ,

这里

 ! 三 [,
,

亡、与 γ
、

之间可以对易
7

这时

∴ 少∴ 用Σ

<⎯ Ν 。 Σ
,

⋯ 6 Σ 6=
,

Θ Θ

Ν 犬Θ
Σ ΒΘ Σ

Β

]
Σ , γ Τ Ν <客

γ
、

‘
_

=
’ 一 <‘ ·

[=
, , Β Ν <η

Σ ,

⋯

< =

Β ,
=

,

< Θ =

才 Ν <
Β

·

ε =
,

[
, 6

易证 γ Τ 与 勺ε ,

可以对易
,

因而与 ( 本身也可以对易
7

从 < Θ =可以看出
, ( 可看作以 <γ

,

Β , 。 ,十
=为坐标的矢量 <图 Θ =

7

如果要把 ( 转到 ε6 Σ ,
轴上

,

则相应变换为

了

一
Μ

<
<γ

·

[ Σ Β
·

ε =

召γ
,
十 扩

Κ 了一

=
, Ρ , Ρ 一

一 二丝生
。

7 χ

卜 ! Σ 6 ,

) 0 ∋ ‘

≅ε 参一 了‘ Σ γ
Τ

ς
。
Σ

7

< Ω=

四
、

应 用 举 例

应用各种变换去解决本征值问题
,

已涉及到各种自旋的情形
。

由于最大量的问题是

讨论 Λ ΔΙ ΕΓ 电子
,

作为上面的一般框架的应用的一个例子
,

我们也只讨论 ΛΔ ΙΕ Γ 电子
7

7

自由电子

ΛΔ ΙΕ Γ
方程 <6= 的哈密顿形式为

Μ。价 Ν ΔΕ
,
价Ν % 必

,

% Ν Ε
·

Μ Σ 声Υ
7

< =

<Δ= 先看 ∃。线性形式的变换
7

这时选

[ 一 Ε ,

⎯
, Σ Ν [

Κ

Ν 夕
, Β Ν ∃

, 。 , Σ Κ

Ν
Β Κ

Ν Υ
,

( Ν %
,

于是
,

把% 全转到 声轴上的变换为 <由 <Θ = 式=
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Ρ 一 。

斌
、一

<且、挥孚、
,

、 、
协

ς (Μ 6 ς

: , 蓄即

] < , =

1% 1 一‘ Ν φ夕Ν

Λ ΔΙΕ Γ
方程变为

φΜ φ
啥今Ν 甲二Ψ Ν ,

, , 口

ΔΕ
,

价
夕 一
方午扮种

‘,

了Μ Τ Σ Υ 节
7

价
‘

Ν 1 价 < Ζ =

< , = 中的变换就是熟知的 /56 > :
一

? 59 ≅Α 9: ΦΒ Χ
变换

7

<ΔΔ = 如果把% 转到 Ε 平面中
,

则由 <Ω匀式
7

变换为

一<
一
补

一‘

<俐韶
,

‘“
‘

一

奋 ⊥
χ

χ χ
χ χ

7

Ψ 二尸
叫

,

ΒΒ
Ρ Μ

7

Ε 7
6

’

月
’

一‘

Ν 4 犷 十 加
‘
一下, 二广

7

7

(∃ (

< # =

这就是 ΓΔ ΧΔ
Ψ

1 5

9ΦΓ ΑΒ Η 变换
7

<ΔΔΔ = 由于 ΛΔ ΙΕΓ 方程中只含有 个反易自逆阵而四阶矩阵中共有 Θ ι Τ 十 Ν ! 个

这样的矩阵
,

因此可以按照第二节 Ω 中的办法把% 全转到它所没有分量的一个轴上
7

不

妨选此第 ! 轴为

Ε ,

一 。 处伪夕Ν 一 Δ了尹
7

< ! =

由 <Ω #= 这个变换为

Ν ς
7

二 Δ% 、 ς 。
·

Λ Σ 用ϕ
7

、Ε
·

Λ Σ ϕ Υ
1 Ν Β ι ∃ 二 书于

“,

】Ν 一决二 6二
Ρ些三兰兰多 Σ ‘Κ 二气主七兰主兰

,

<  =
一

δ φ % (
一

ς
‘

ς , δ
‘

ς 矛 8Ψ χ Θ
一

ς
‘

ς 韶 二 χ Θ
Ψ

( ‘ 二 6
‘

4 乙
、

4 犷 十 娜
“ ’

4 Μ
“

十 Υ
‘

1 % 1 一 ,

Ν 了扩 十 。 Θ
。

,

<, 。=

于是方程变为

必
,

厂 一 召扩 十 碗
, 。。扩

7

由于 <  = 中最后一个因子不变 %
,

于是由 < ∀ =
,

这个变换也可选为

,
,

χ ς %
7 χ

八 χ 了Ε
·

Μ Σ 夕Υ
, χ

、
上

Ψ 一 Ρ 二二二 飞
‘

泞亡二下
Ν

飞 Ψ 幼弓 , 一 一万二二 、Ψ 一勺二二二二二二二∴
月

, 广 幼! ,
7

丫 Θ 、(% ⊥ ς 丫 Θ δ了材 Σ 耐
,

ς

结果是一样的
,

但这样缺乏明确的转动意义
7

<! Θ =就是 κ 0 Φ Φ≅#Π

<ΔΞ = 再来看。 线性的情形
7

此时可用形式 <6=
,

选

( Ν 丫产
Μ
砰 ,

等所采用过的变换
7

[ Ν : , Β Ν Μ
,

[ 一 丫 Κ , Β 、 Ν Μ Ν ΔΜ 5 7

<! =

<! Θ =

<! Ω =

由于 Μ Κ
是反厄米算符

,

由 <Ω = 式
,

转到 了Κ

轴上的变换为

、、产月,目,气了

、666ΒΦφ李?ΒΒΒ‘(78
,

、7ς

Ε
1 一 。

斌一 竺
一 Κ

只
一 7

δ Θ (∃ ⊥ 了Θ 。
<α

。 Σ 8Μ5 ⊥=
<(。 Σ 如 一 。

<户
。
加

·启勺

≅Α 浓 Ν
⊥Μ ⊥

Μ 5

了了1 一
‘

Ν Δ。<∃∀ =

方程变为

(。一 了丽二万 一了二瓦瓦
,

7

了‘一扩
’

‘
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。中
,

Ν 。
<Μ

。
=丫决丁歹

, 、

价
, ,

第 卷

<, ! =

变换 <! =就是 )ΑΕ ΗΙΕϑ
Ε Ι≅ΔΟ, ,

所用的变换
7

<
Ξ
= 同样

,

由于 ( 中只用了四个反易自逆阵
,

我们可以采用另一种变换把 ( 全转到

1 ∋

轴上去
7

,
χ χ χ

了 二 χ 了 χ 、 (丫 !

、χ 了
, Ρ Ρ χ

“ 、 (丫,

、
了 !

Ν 了6了Θ 1 Ω 1
,

一
Β ι ∃ 飞α

—
8 “又产。ς 尸下了下 6一

一一早∴ 、上 1
‘ 七 δ , ∀夕

7

一万一
一
夕

δ 斗 86 ⎯ ς

丫 Θ δ ∀ ς

<, Ζ =

Ρ , Ρ

一
,。<Μ

。
=, 。, ,

一 、。<, 。=丫
7

不蕊
, ! ,

<! # =

方程变为

Υ 扩 一 。

<Ι∀ =了二赢
,
厂

7

<! ; =

变换 <! Ζ = 还没有见人用过
7

显然
,

下面的去了因子 的变换可达到同样目的
Ρ(一∀

Ν
,

ς
7

, 、

、
一 下

二二
二

气一
一了 一

才Β 气Μ。少丫
!
φ

甲 Θ 、 ∀

<,  =

有了 Υ 线性形式
,

其它 ∃
‘

线性形式
一

也可以得到
,

这里不再重复
7

Θ
7

电子在均匀静磁场中运动

此时电子的运动方程为

ΔΖ ≅

价 Ν <Ε
·

, Σ , 口=价
,

<Ζ ∀ =

这里
、、,ς
8

λϕ
Δ一Θ一 ∃ 一 Β∗

,

∗ Ν

Ν <5
, 5 , ϕ =

,

。

一 二
Ν

月 : ,

Τ

、、产、Θ、7、产,ς6,‘
,、

7
‘2麦2石2洲0了又Τ、

、ς‘、ς7、

Ε
·

, 一 Ε 二
·

二一 Σ Ε Ω二Ω ,

Ν Ε 二
·

, Σ Ε沪
Ω

<Ε
·

, =
, Ν , 乙Σ ∃Κ 一 Β 艺Ωϕ ,

艺Ω

Ν 一Δ为为
7

∗ 为矢势
, ϕ 为外磁场

, 艺Ω

为自旋算符第三分量的二倍
7

要求电子的能量
,

可以直接解本征值问题
,

也可先作变换
7

再读出本征值来
7

取

( 一 Ε
。

, Σ Υ 夕Ν Ε Ρ
·

, 一 十 Ε Ω
Μ

Ρ
Σ 水夕

,

这里遇到了带不可易算子的分量
,

因为

Ο 二
,

为 Π Ν Δ亡刀 ,

于是根据第三节 <Ω =式
,

把 ( 转到 夕轴上的变换为

二 χ
χ χ χ

了χ ≅
, 、 一 Ρ

了了七万几万、
。

·

邓 、
二 一 、人/ 、 二 塔 、

—
, 一不二二二∴ 二∴ = ,

、 名 、 Υ ς ,

ς 了,
。

Ν 、Θ ς

4 、7
一

,7 ς

1( 1 一 ,

一斌<Ε
·

, =
, 十 , 啼 一了遥 一 亡凡ϕ Σ 川 十 。, 凡

方程 <Ζ ∀= 变为 Δ氏扩 一斌式 一
。

凡ϕ Σ 川十 。 Θ夕训
,

这时
,

遥
, 万, ϕ ,

Μ
,

都是可以互相对易的
,

可以用它们的共同本征波函数求解
7

化条件

遥 Ν <Θ , Σ 6=
Β ϕ

, , Ν 5 , 6 ,

⋯
可得电子在均匀常磁场中的能量本征值为

<Ζ , =

<Ζ Ζ =

利用量子

<Ζ # =
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+
,

Ν 士 ]Υ
, 十 那Σ <Τ

Χ Σ 6 一 艺Ω

=
Β ϕ ⊥圣

7

<Ζ !=

这里 刃
Ω

是代表算符 万
Ω

的本征值
,

取 士
7

由于 <ΖΘ = 中只有四个四阶反易自逆阵
,

因此还可以用变换 <Ω 夕= 把 ( 转到第 ! 轴上
,

得到的结果是一样的
7

Ω
7

电子有反常磁矩的情形

在均匀常磁场中的电子有一反常磁矩
,

此时运动方程为

Μ。。一 ΔΕ , 一

<Ε
·

才 Σ 耐 Σ
。

三三 夕α
· ϕ

=
_

一 <
Ε _

7

, 二 十 。Μ 。 Σ 二 , Σ 竺 , Ρ
Ωϕ

、
。一 % 诱

δ 斗夕粉 ς

<Ζ =

Ρ
即为反常磁矩

7

’

正确的能量本征值
,

可以从方程解 Ο;Π ,

也可用平方哈氏量的方法求
〔, , 7

1 ∋Ε Δ 等 , 用变

换法把 <Ζ  = 变到一个差不多对角的形式
,

然后再平方求出本征值
7

下面我们利用包含在

<Ζ = 中的矩阵的特点来寻找二种变换
7

和以前不同
,

<Ζ = 中包含了矩阵 夕茗
Ω ,

它有如下性质
Ρ

Ο夕茗
Ω , Ε 上 Π Ν 5 ,

Ο夕万
Ω ,

夕Π Ν 5
,

]夕艺
Ω ,

纯 ⊥ Ν 5 ,

<夕艺
Ω

=
Θ

’

一
7

<# ∀ =

利用 <#∀ = 的头二式
,

可以知道
,

如果先在 Ε 上
和 口之间转动

,

则
。Ω ,

产万
Ω

是不变的
7

于

是先取
, 了‘

, χ

χ ,

了药
·

, 工 、
χ

ΔΕ 二
·

, 8Ψ 。

δ
Ν

Β ι ∃ 、二 , 侣 、

—
8

’

不甲一
Ν

一, 几
一

∃ 夕,

δ Τ δ 仍 ς ⎯口土
’

万工 ( ς

‘一 1 6, 。丁Ρ
,

一 、,
,
Σ 了<Ε 二

·

, 一
=

, Σ Υ 节 Σ 兰些
Ν

夕万
Ω ,

解

<# =

<# Θ =

这就是 1骊 变换的结果
7

再进一步
,

利用
Ε Ρ

与 夕
,

夕召
Ω

都反对易的特点
,

我们可以把<#Θ =

中的后二项全部转到 纯上去
,

即取变换

、7ς、ς
声

、,ς,⎯连
‘一、少翻ς行了Σ:

(‘、(、(、
4 ( 一 。

研粤、
一

3再、刹斌而不蔺矛丁砂
十

毕
, ∀

Μ

、研
,

Κ ≅ 9 ∋<
Μ 】: Χ 9 , Ζ

可 一 几肠4 尹一 了云耳下,
。 Μ ,

。一 3了反厂蔺歹下奋夕5

哗
, ∀ Μ

丫一 /丫七瓦万又歹不蕊孕十哗叮
 

9 任 ” : 9 ,Α 刀澎

、尹、 护ΥΣ)今了门了了、:、

这时方程变为

7+
‘

训
,

一 丫云拜
一

瘫、了
·,

由量子化条件 / 0 2 1
,

从 / 2 Δ 1
、

/ 20 1 马上可读出能量本征值来

∀
。

三 士

?
, Ι 5

ϑ
/ /弓

· 5 , ,
·[

一
‘

Μ [ 5 。 ,
1 , 5

丝
∀

Μ

1
’

干‘
 

Ψ叨 」 Π

这样
,

利用变换

4 # 4 (
4 . ,

就可以一步得到 / 2 0 1
,

从而求得本征值
 

还可以有另一种变换
,

这就是把 <。一步转到
+ ,

轴上
,

这个变换为

/ 2 ∴ 1
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χ 「 , 月。 Κ

飞
Θ Ν Β ι ∃ Δ一 一

下二二下 Ι ,

3 斗 6仃 6 ,

痴Ν 1% 1 一 ,

Ν 川Ε!7

<#  =

<; ∀ =

令 Ρ 一
器

牙 Ν <Ε
·

ϕ ,

由 <Ζ  =可得

, =
, Σ Υ ,

Σ Ρ ,
Σ Θ ,了份

上
·

, 二
=

, Σ 。, 一 Μ圣Σ <丫<Ε 上 ·

, Ρ
=

,
Σ Υ , Σ , =

, ,

(% (Ν

这样又得到了前面的结果
7

契机
7

Ο Μ圣Σ <了<Ε 上
·

, Ρ
=

, Σ Υ , Σ Ρ =
, Π

这与平方哈氏量法是一样的
,

不过变换为平方法提供了一个
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