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摘 要

本文在梯形近似下
,

求解 了自旋  6 7 的正反费米子电磁 束缚态的 8;< =; >

?≅  ∀; <;Α 方程
3

除得到标准的满足 8≅ ΒΧ ;Α 系的本征值外
,

还得到了明显具有相

对论协变性
,

具有正确解析性
,

满足谱条件的近似的 卜? 波 函数
3

以 护。 了十

9;Δ;
一
: 和 护

一
, 丫 Δ 9拼

十

厂: 为例
,

表明上述所得到的近似波函数能方便地用来

计算相对论电磁束缚态的产生
、

湮灭和跃迁等问题
3

一
、

引 言

关于 取蜘
Ε 扮 , Β

卿
Α 方程的求解间题

,

前人曾进行了大量工作<ΒΒ
3

许多工作都是从瞬

时相互作用近似逼近物理的解答的Φ7Γ
,

瞬时近似的优点是便于导出薛定格方程和求出微

扰解答
3

缺点是破坏了方程的协变性
,

所获得的波函数将不能有效地用来探讨高速飞行

的复合粒子体系
3

对于协变形式的 8 ;< =;一?≅ ΒΗ; <; Α
方程的解答

,

Ι ϑΕΚ 和 %Λ<Κ 4? Κ∃ 做了开创性的工作
,

他们对两个自旋为零的粒子组成的束缚态 9传递两个粒子之间相互作用的粒子是零质量

并自旋为零 :
,

在梯形近似下的 8一?方程进行了详尽的分析)�, ‘,
3

他们不仅对组成束缚态

的粒子具有相等质量时的情形
,

给出了完整的解答
,

而且实际上给出了不等质量情形下的

完全解答
,

沿用他们的方法对于有自旋粒子组成的束缚态
,

求解 8 Μ ? 方程要困难得多
3

由于实际上遇到的情况都是组成束缚态的粒子自旋不是零
,

所以继 Ν ϑΕΚ 和 %
Λ<Κ 4? Κ∃ 之

后沿着这一方向的发展有限
3

因而
,

到目前为止即使是梯形近似下的 8>> ?方程
,

也还没有

一个接近真实物理情况并满足协变性要求的近似解答
3

近年来
,

由于对强子结构问题的兴趣 日渐增加
,

有许多人用电子计算机求 8 一1 方程的

数值解Φ+Β ,

还有一些人尝试用四维谐振子位势或四维方位阱求出它们的协变性的解闹
3

但

在这些工作中或者破坏了 8 一1 波函数所应有的解析性和谱条件
,

或者有些解答只能在 认

空间中给出
,

但如何延拓回到阂柯夫斯基空间的问题尚待研究
,

因此
,

用这些解答来计算

本文  ! Ο Π 年 Ο 月 比 日收到
3
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物理过程时
,

就会出现一些连定性上都不合理的结果
3

为解决上述问题
,

本文尝试对自旋为  67 的正反费米子的电磁相互作用束缚态的 卜
?方程

,

求出一个能满足上述要求的近似的解答
3

在第二节中
,

从梯形近似下的 8>> 1 方

程出发
,

首先将 Ρ Σ Ρ 的矩阵方程分解为具有四个或八个不变函数的标量方程
3

证明在精

确度是 Β Δ 4 9心 量级的情况下
,

略去小分量后
,

上述四个不变函数方程和八个不变函数

方程中四个大分量方程
,

均能进一步退藕并近似地满足 Ι ϑΕΚ Τ
Λ <Κ 4? Κ∃ 方程

3

第三节中

利用 Ι
一Ε 方程在黑峥 一  时的近似解求出自旋是 Υ李

,

马原子体系的全部解
,

指出
Ρ用

‘ >

一
> ·

>
>

>

一 一
>

一
、7

一

7 6
> > , >

·
· > ·

· ,

>

一
Μ

、 · , ·

一
这一解答将特别适用于探讨高速飞行的相对论原子

3

第四节中应用这一波函数计算 了

护一  十 9;
十;?;

:
,

护 Μ  十 9Β3Δ 产一: 的过程
,

并探讨了从实验上获得 9矿‘: 原子束的

一些可能性
3

本文结果表明
,

这一方法将完全可能扩展到求解

协变的近似 8>> 1 波函数
3

ς一。, 。一
粤等复合粒子系统的相对论
乙

二
、

自旋是9 6 7
,

∗ 7: 的电磁束缚态的原子所满足的

和各个标量函数所满足的联立的积分方程

8 一
1 方程

对于自旋是 9Β 6 7
,

)6 7 : 的电磁束缚态原子体系
,

易写出它们在梯形近似下所满足的

8 一? 方程式
,

9、,
,
Δ Χ :Σ

,

9, :9, ,
7
Δ Χ : Μ 乎牛

97砂
Ρ

式 9Β: 中 尸是原子体系的总动量
, Η 是相对动量

,

∀Β

8侣 波函数
,

其定义是

Ω争
,

9∀一 ∀
’

:
7

了Ξ Σ 尸

9户
’

:了
,

3

9Β:

尸

Μ 二
一

十 ∀
,

名 一 答十 ,
, 、Ξ

9Η :是
若

、
、夕、36,‘件Ψ

产了、
户
了、

 

斌泛面

Σ ·

9, : 一

Τ
‘Ρ

一
Σ ·

9·,
,

Σ ·

9·:一

Ζ
。

 
二

9
。

9含:
俩

9
一

合:
“

:Τ9合
,

晋::
·

首先讨论处在 ? 波的波函数
,

即这时 了∀Ε Μ ς一Δ, Β一 两种情形
3

由洛仑兹分析和 Ε ∀, 变

换可知
,

对于 了∀Ε Μ 4一 十 的态共有四个不变函数 Υ
, ,

⋯
,

人
,

对于 尸
‘

Μ  一 的态将有八个

不变函数 [ , ,

⋯
,

对ΞΓ3 这时
,

将有

∴
户Ε

] ς一 Δ 畔 9刃 一 Θ 、

Υ
Θ

9刃 十典
Θ ,

Υ⊥9 力
艺刀,

十 少立些
Χ _伪7

 +

Υ
�

9户:

十 一生
Μ

7 Χ 7凡∀两
,
了,

Υ
Ξ

9户:
,

9斗:

∴灯 ‘ Β一
Σ、9, : 一 ?

⎯ Ξ Ξ

9, : Δ
孚声

几Θ 7

9, : Δ 三立⊥全! �

9对

乙护刀 护刀

Δ 立兰堕
Χ 7

承伽: 十
一

上
7用�

9户Υ
几

:户尹户
口 , , [ ,

9户:
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十

秦
称6 Υ

泌
, 汀‘9力

十 生、脚
,

卿
Θ 了

切 十
导华

习

9卿标切
‘

了冷 乙份
一 任那

9分

其中了伽:
、

[ 伽: 是 ∀
, Η 的标量函数

, 又是总角动量指标
3

乃仍是束缚态的极化矢量
,

有

、二 一 讯

拿侃
一 ‘ Δ

爷
,

琴、
,

一 、
, ·

9� :

为了求出上迷标量函数所满足的积分方程
,

可将9 : 式左边的微分算子移到右边
,

则有

_ ,
份:

派; _

97刃
Ρ

9对 Δ 。 7

:9川Δ 3 勺

Ω争
’

9∀ 一 厂:
7
9一 ϑ户

 
Δ

α

Χ :丫
, Σ ,

9Η
’

:丫
,

9一 ϑ户
7
Δ 、:

,

9Ο:

将式邝:和9� :分别代入式。:
,

并把一系列由 丫矩阵和四动量 凡
,
Η

,

等的组合乘上去后求

迹
,

就可得到一系列联立的积分方程组
3

对于 。一十 态的原子有

Υ
,

一 ,
Τ
一 、

卜
7
Δ 。, 一马 Υ

,

Δ∀ 讥 Δ

蚁址璐
3

、 、 斗 6 夕粉 “ 矛

9Π 。:

鑫
、十

等
人一

,Τ3 对汁 严

9
 一 黑 一

Ρ用
‘

奥十华架里Τ、九
仍

‘

Χ ≅∀
‘

6
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一
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Τ
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,
Δ Ρ Χ 7

‘7 Δ ‘9Ξ
’

Η ,

户7∀7 一 9户均
,

9Π Ξ
:

9?Ω :

对于  一 态的原子
,

有
[ ,

Δ

熙竺
Ξ 、一 ,
干一

7

χ
。7
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7
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7

 
Θ <
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7
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二

χ
在式9?: 和9! :中 Ξ算子 ) 的定义是

)二止立
一
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一卫
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>
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仁
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97劝
今

9∀圣Δ Χ 兮9∀鉴Δ Χ
‘

夕 ∴ 9∀ 一 ∀
‘

夕
∴

9 ς:

式 9Π :一9 ς :即是所要求的 8一?方程的 ? 态各个标量函数所满足的联立积分方程组
,

要想严格求解这两组积分方程将是十分困难的
3

但如果注意到在
“弱藕合

”的条件下 9即

结合能很小 :
,

由 8 一1 波函数的谱条件
,

可知有 ΦΠ 

二 一 一 Β Δ

Ρ Χ 7

4 9了:
, 宾

一 ( 9了:
,

鱼 Μ
沙刀

4 9矿:
,

这就可能利用式 9  : 而大大简化9?: 和9! :式。
3

当我们略去了这些 。9矿: 项之后
,

简化为

Υ
,

Μ )Φ 一 Ρ Χ 分
,

Γ
,

Υ
_

Μ   Ρ 。,

Υ
Β

Γ
,

Υ
�

一 或一 Ρ Χ 丫
Θ

Γ
,

人Μ 兀一 Ρ Χ 丫
Θ

 
3

9  :

9Π :式

9Π
’≅
:

9Π
‘

δ:

9?
‘Ε

:

9Π
’

Ω :

Β: 准确一点说
,

式9  :只是当波函数 Υ
, [ 积分后不发散时才是正确的

3

如 Υ
, [ 的近似解将导致9?: 和9! :式右方

中的积分发乳 刃咚叔  

娜
不再正确 Θ

麟三节中将证明 Υ3, “ 将以对方式下降
,

再考虑到算子 了中含有

9∀ 一 ∀’厂
名

因子
,

因而如果将 Υ
,

拭的近似解代入9句和9 , 夕各式的右万
,

将不难验证显然存在9  :式
3
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一

十 Χ
一

十
> 丁
斗

9 ! :

而 .
,

、 是归一化常数
, Θ

二是盖根鲍威多项式
,

卿犷9Η : 是立体球谐函数
3

在运动系中
,

房,

、 α 、
α Μ

Χ
了 6

, 7

α 9∀∀ :
,

3 α
Θ 。、

屯, Β β尸 6 一 Μ 石」尹 Β 、、 _尸 一一认丁一
一 ‘ ∀、Β 6 :

β 2 厂
3 6

97 ς :

。 ,
9∀ : 是方向在 Η 6 χΗ Β的协变极化矢量

3

归一化常数 .
,

枷

一 ϑ Υ
二。⎯ _∀

, α 7 Θ , 。、 α
万二一二兀 飞“ )’

,

玉 甲 、犷 ,  6 一
戈艺汀夕

’ Ο Χ
>

将由下列归一化条件定出
,

‘

97  :

对于基态是 ? 态的体系
, 甲卯9∀

,

∀: 有如下形式

、 , Μ 、

.
甲ϑ5戈∀ , 厂夕 Μ 下丁二二一一一长下产一一一一干下一一一一一一一一一一二

Β了 )’
3

β’
3 ,

曰
, , , 3

广 曰 了 厂 β>
3  

 

Β、二, 十 ∀ Β 十 Χ
一

日 ∀
一

十 阴
一

十 下一
  、二

一

一 ∀ 夕十 Χ
一

Β
0 β 艺 6 ∴ 0 今 ∴ 0 β 艺 6 ∴

应用归一化条件97  :
,

在精确度要求是  Δ ς 9的 的情况下
,

归一化条件97  : 就成为

命 γ
‘,
纂

〔, 尹9户
· 尸, ”一 ’

·

97 7 :

97 �:

将97 7 :代人97 � :
,

即可求出
、 ·

一 6 二
,

6
二 3

严 、+6’
⊥5 ] ϑ 4 2 ‘对 Χ

‘

< Β 十 , 一Ξ γ
β 斗阴

‘ 6

一 Ρ 丫丁
3

Χ Ρς +67
97 Ρ :

式9Β � :
、

9 Ρ :
、

97 7 :和 97 Ρ :就是所要求的相对论协变的近似的基态 8一1 波函数
3

容易看

出
,

这一波函数还满足谱条件
,

有所需要的割缝等等性质
3

值得注意的是
,

式9Β Ο :
,

97 7 :虽

然是 8 一?方程的很好的近似解答
,

但这一解答是否确实已达到  Δ ς 9≅: 量级的精确度
,

将另行讨论
3

不难将上述求得 ? 波波函数的方法推广到其它情况
3

实际上对于其它轨道角动量的

激发态
,

亦可用这方法求出相对论协变的
、

满足谱条件的近似的 8 一?波函数
,

步骤是 Θ第一

步根据量子数和对称性的要求定出 8书 波函数中应包含的不变函数
,

如臼:和9+ :那样
3

第二步求出这些不变函数所满足的方程
—

一般是如同 9?: 和 9! :那样的藕合起来的方

程组
3

第三步利用 Ν
一% 方程的解求得所给出的方程组的解答

3

对于电磁相互作用这样

弱藕合的束缚态而言
,

在不十分高的精确度下
,

这些方程组往往是退藕的
,

如 同9Π
‘

:和9!
‘

:

式那样
3

因而
,

无需求解联立方程便可得到所要求精确度的近似的 8一? 波函数
3

以上所得到的结果不难分析出
,

在我们所做的近似下
,

将联立方程组退祸
,

能得到较

好的近似的 8一1 波函数
,

是和相应的非相对论的 Β
·

,
藕合项对 “波无贡林的事实相联系

的
3

对于 尹
‘

Μ ς 一十 ,

 Δ 一 , 7 一 Δ ,

⋯ 等相应于正反费米子组成的自旋 ? 为 。的态
,

非相对
论的 Β

·

Π
藕合项当然没有贡献

3

可预计到做近似使联立方程组退藕
,

亦能得到较好的近

似的 8 一1 波函数
,

而对于自旋 “不为 ”的非 “波妹函数
,

由于存在 Β
·

,
藕合项的贡献

,

因

此在同样做近似并令方程组退藕
,

所得到的近似波函数可能不会太好
3

然而
, 当我们只需要精确度不太高的近似波函数时

,

仍然可以把式9 力所描述的高惫

动量的波函数连同式9Β � :和9 Ρ :一起
,

给出相应的高轨道角动量的近似波函数
3

对于总自
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旋 ? Μ ς 的态
,

有

、6
�

、−已;‘Ξ,白,山(、
、产‘、

≅ ,

二
, , 、

!
�

Η/ ∃
, � −

≅

Θ 、

尤厂
,

戈户4 # ! ! 一 二一一 ! 丫 ,甲菇 戈/ , , 夕,

+ 艺夕冲 」

对于总自旋 万# ! 的态
,

有
, , , ,

≅

、
≅

, � , ?
0

, ) Η/产;
≅ ? , ? ‘ 。

帅戈/= #
‘ � ! ! 一

Π 二厂一 ; 甲” 、Ψ , ; < ,

+ 乙沈陀  

其中
二

罗
‘
是角动量藕合的 ΙΠΠ Ζ 系数

,

仅对于  # ; 5 ! , ;, ;一 ; 不为零
�

式 . − 8 4
、

. − Σ 4

和. 片4 以及条件. − ! 4
,

将能用来讨论高速飞行时任意状态下 . !牌
,

丁< − 4 原子体系的产生

和湮灭过程
�

四
、

关于 砂 ‘ 丫 5 .[ 十 [ 一

4
,

叼”斗 丫十 .拼十厂 4 过程

近来
,
实验上提出利用 护 一 了5 .

。十[ Γ[
4 的衰变过程来产生氢原子束Χ3Δ

�

准确计算

它们的衰变几率或分枝比将成为实际需要解决的一个问题
�

其实
,

实验上更容易产生的

是利用 护、 丫 5 .矿‘4
,

护一 丫 5 . Ι 5 [ #
4 等过程来得到 .矿‘4 的原子

�

因为 .[ 5[ 一
4

原子束流的强度除决定于 砂介子的产额外
,

还取决于靶的厚薄
,

对于 .[ 于
[ Π
4 原子

,

由于

它们的原子裂解截面将达 !9 一!∴
一! 9绷 .厘米 4

−

的量级
,

因而有效的靶厚只不过 −一− 9 微

米左右
�

.矿;’∴ 4 原子裂解的截面将至少比 .
[ 十[ Γ[

4 原子小 & 9 9 9 9 倍以上
,

这就可以期待

产生 .矿厂4 原子的有效靶厚将至少大 &9 99
‘

9 倍以上
�

如果将人射 , 介子能量取在产生

铲粒子的共振峰 ]
’

.; 8 7分临近
,

这时衰变道
]

,

. ! 87 8 4 峥 ] 十 , 。
,

. − ) 4

将占总的衰变九率的 Σ8 多
�

因而人们仍将能获得较高的 护介子的产额
,

并从而易于观测

到夕矿4 原子的束流
�

≅

容易利用复合粒子场论的费曼规则和上述谏函数来求出过程
一

);9 呻 ? 十 。
十七Π 4

,

护冲 ! 5 .矿‘ 4 .ΟΜ 4

的分枝比
,

由微扰展开式可知
,

产生 .
[ 十已必4

,

.产
十

心 的过程相应于下列的费曼图明
?

众 ,砂 4

.月
备

产
Π

妙.护4 、月。.甲9 4

而 武扔 ‘ −丫 过程的费曼图是

、Ρ Ρ

尸
‘, ‘ ,

图 −
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·

如果 俨 一 7 了 ,

护” 7丫 过程的跃迁矩阵元有普遍形式

9丫9友
 

:
, 了9反

7

: γ
二。
9叮:η

Μ 97 , :
‘护9, 一 左

Θ

一 友
7

:∗ 9, ,

:
。Ξ 即

。 ;

公:及乞
‘:;公

,友梦,

斌
一

?ι 4

武
<4 _ 97 ! :

那么 砂” 了 Δ 9;Δ
;一
:

,

护一 丫 十 伽乍
一
: 的跃迁矩阵元将是叫

Ζ9
;Δ; 一

:
, 丫 Β护9刀

ς

:η

、、6、、6
ς
, 

3

凡,⊥月,<‘、<、、

其中

一 . − 二,
‘”‘.“一 尸 一 ‘, , .“

’ ,

” ,
·
⋯⋯‘“六属渝

�

∀ # ( [ 价. Κ4俨
,

而

价. Λ4 # & . −、4
一‘ 0

、,

]
、Ω 沪 下Π Π 一Π

—
Π Π 二不石布一一一一二戈了Π

—
干井厂一一, 二不几尸一一一

�

布
 � , � , �

−尹 � 皿∃
,

, 、Π
� , 性! ; , 、#

� , ∃

∃ /Π 十 ∋
一

十
一丁 !!气/ 十

一

二 ! 十 娜
一

日叹/ 一 二刁 十 ∋
一

;
+ 斗  + Ρ

·

匕 <  + Ρ 乙 <  

!
) < , (

,
,

− 。 了
, ,

。 Ρ!
# 一下二二 1

一
‘

一

∋
一

! !
一 一 、Η

一 ΗΘ 二甲 ;
。

‘

< # + 口_ 、 艺 <  
子

⎯  � 一

. 7 ! 4式中的因子 − 是因为 尸
,

护有两个光子都能产生 .[ 5[ 一
4 原子

�

的总质量极小
,

对于相空间的修正是微不足道的
,

因而就有

. 7 −4

考虑到 . [飞勺 原子

那 .俨 树 . 刀
。

一 丫 5 .
[ 十[ #

4 4
Γ .砂 α − 丫 4 砰 . 刃

Λ

、 − 丫4

一 ? −

一
合
一

β卜誓.
, 一 ,·

号4!
·

. , , ,

式 . 7 7 4中鲍 .
! 一 ∃ Θ

写4是相对论协变波函数零点值造成的修正
�

Ρ ( <
这使 价. 94 值小了约

!
�

, 务
�

在通常非相对论波函数中
,

这一修正值是没有的
〔3! �

如果认为 俨
,

护还将产生出

处于激发态的原子
,

那末就有
、
、、�矛<# Γ .Θ9 一 丫 十 介5[

一
4 4 ≅

Γ .砂一 −丫 4 Α . 刀
Λ

‘ − 丫4

!
‘

<
,

—
侈

’

气Η 十
( Ρ

生 5 生 5

一

含1’�
‘

川
‘一

[.;
一

蜡4Δ
�

. 7 & 4

对于 护。 了 5 .群
十

一 4 过程
,

相空间的修正并不是微不足道的
�

但不难算出

Α . 刃
。

一 乍 5 .产5 产一 4 4

Α .刀
Λ

” −丫 4

≅ Ψ ,

. , , , : ,

4
, ,

灯χ
( ,

Κ4 睿侧
(1 <

, , 1 Ρ!
;

一 一 、!

一
! !! 气丁  ∃

汀 Ρ ( <  

邝
Η一−

·

.
! 一

影
其中相空间修正因子

.;
一

韵
’

一 .‘一 9
·,

,叨 ,
’

一 9
·

, 7
·

. 7 8 4

由上述计算容易看出
,

这里给出的产生 .[5 [ 一
4 或 .产乍

一
4 与相应产生光子的过程

,

在

略去相空间的差异时
,

总有
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竺鱼土
Μ

夕一 9; Δ; 一

7
α

士止二
万 9

≅ 十 尹一 丫 十 ⋯ :

:  ,

矿 「
,

_≅ 6
, 3

口、
一

χ
Θ一

Μ , 丁 [
一

Μ 一   一 一 飞ϑ 一 )ε >

丁   
艺 斗 0 尤 β _ 6 」

·

9鑫勃
之 ‘ς 一”

了� � :

上述例子告诉我们
,

有了原子体系的波函数之后
,

将不难应用复合粒子场论的费曼规

则计算出任何一个包括束缚态在内的过程
3

值得注意的一个问题是
Θ Ι 一% 方程的近似解9 Ο :

、

97 7 :不仅是具有正确解析形式的

弱藕合下的近似解
,

而且当 尸、 4 时
,

它还将是极强束缚态的严格解
3

式 9  Ο :
、

977 :仿佛

是一个很好的插值公式将
尸

斗附7 一 一  
,

∀ 7

Ρ Χ 7
一 ς 这两个极端情形有机地联结起来

,

可能

的是
,

式9Β劝
、

97 7 :同样将能成为强藕合下一类9不是全部 :近似解
3
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