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摘 要

本文系统地研究了 & 1 =+ < 规范群的单极解
,

将流行的同步球对称单极推广

于倍步球对称情形
,

并因此给出了单极解的完全分类
6

以 ;> =� <
, ; > =劝为例进

行 了详细计算并讨论 了角动量和拓扑量子数等问题
6

一
、

引 言

自从
’9 ∃ 44 ?9 和 ≅ 。

服Α4 砂
,
建议了一个 & 1 =Β <规范场的经典拓扑稳定解以来

,

在规

范场的经典解方面有了很多进展
6

其中文献 Χ Β Δ 提出 & 1 =Β <规范群的磁单极存在倍步

解
,

同步球对称解仅为其特殊情形
6

迄今为止在推广磁单极于更高秩规范群的努力中仍

未见有这方面的讨论
「�Δ 6

因此在拓扑分类上是很不完全的
6

最近
,

Ε Φ5Γ Φ≅; 4≅ 和 −4 5ΗΙ ϑΚ 7Λ 发展了一套技巧
,

用以导出 ;亡=+ < 不等价的同步球对

称点单极
,

并以此为解的渐近行为的向导进一步找出有限能量解 ΧΜ6 �: 6

由于他们把明显的

同步球对称当作基本出发点
,

因此对倍步解 ΧΒΔ 等非同步球对称解的研究必然遭到忽视
6

并

且他们没有具体完成 ; 1 =+ < 的求解过程
6

本文注意到可以选择 ; 1 =+ < 的卡当基底系使

任一基底均可表为两 ; 1 =Β < 嵌人第三生成元之差
6

从而利用此法逐级求得最普遍情况

的解
6

于是具体实现了各种拓扑类的 ; 1 =+ < 球对称场
6

第二节里我们一般性地叙述 ; 1 =+ < 规范理论的磁单极 解
6

三
、

四 两节分别 讨论
; 1 =� < 与 ; > =Μ < 两个具体例子

6

先从阿贝尔规范解的分类出发
,

然后经规范转动转为无
’

奇异弦规范解
,

并与空间单位球到同位旋单位球映射的方法给出的解的形式、
, ,
作比较

6

第五节写出倍步情形的规范场角动量
6

第六节用于讨论有关拓扑量子数的几个问题
6

最

后在七
、

八两节将 ; > =� <
, ; 1 =Μ < 的讨论推广于 ; 1 =+ <

6

七节建立一套适用的表示
,

八节

则给出 ; 1 =+ < 最普遍解的形式
6

二
、

一 般 形 式

文献 〔ΝΔ 指出规范场在伴随表示中可分解为

本文飞∀ !Ν 年 Ο 月 :∀ 日收到
6
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其中
。

为规范藕合常数
,

Ξ ς
是 & 1 =+ < 的卡当子代数满足可易性关系

Χ ( , , ( ,

: Σ [
6

可阿贝尔化条件是协变导数等于 4

3
, ( Φ

Σ [
6

因此

Ρ 拌
Σ [ ,

砰
,

一 才户

以下我们仅限于讨论可阿贝尔化的规范场解
6

考虑 ( ς 为常数的规范

ϑ
, ( 、 Σ /

,

即文献中常称阿贝尔规范者
6

此时
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当考虑静磁单极解时更限于
) 。

Σ [
6

=Β
6

Β � <

和 > =5 < 规范场一样这样的解必然有弦 9!, ”
6

为避开弦可采纳例如吴杨交叠区的办法来定

义规范势
仁‘4 , ⊥

) 一 一 7 _ , Ξ ς) ⎯ ,

) 。 Σ

) Σ 一
7 _Φ 氏) 乃

,

) 。 Σ

一 生 毋」二正竺旦
7 Λ ;Φ ≅ 4

生毋牛
飞

黑卫
,

在北半球
,

=Β
6

:劝

在南半球
6

两解在交叠区通过 1 =5< 子群规范变换
7 一价“心币彼此转换

,

有整数本征值
6

我们选择 ( ‘最小本征值为 : ∴ Β 〔见 =Ν
6

:< Δ
,

_ ς

Σ 一 竺
,

, ,
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因此倍步解可写为
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‘) Σ , , Ξ , ) ⎯
=β

ς
为整数

, Φ 不求和<
6

=Β
6

:! <

因为 & 1 =+ < 不同的卡当基底波此可通过外尔反射 =这也是一个常数规范变换< 相关

联
,

所以独立的解只有 + 一 : 个
6

例如 ; 1 =� <

Ξ ,

Σ 了� ,

7 Τ

Σ χ =Β
6

: � <

是一组解
,

另一组如

( ,

Σ 1 � , ( ⊥

Σ δ
6

=Β
6

:∀ <

可由外尔反射从前一组解得出
,

其中 : � 、 1 � 、 χ
、

δ 分别相应于习惯的 ∋一旋 > 一旋第三分

量
、

超荷及电荷
6

因此最普遍的解应是

) 一 艺 , , ( , ) ⎯ 6

=Β
6

Β [ <

即阿贝尔规范中的每一解是与 ; 1 =+ < 表示的不同权相应的
6

如所周知
,

我们 可 利 用

; 1 =+ <群的单连通性质将弦转掉
,

即转至纯粹的横规范
,

此时

)
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显然在球对称情形横规范即所谓
“径向规范气

为了转成无弦规范解
,

只需从吴杨交叠区的某一区出发
6

流行的办法是直接从 ⎯Φ Λϑ Ξ

弦解 =即北半球吴杨解<作规范转动
6

现在让我们先来剖析 ; > =� < 的例子
6

三
、

�口=� < 倍步解的分析

我们早就熟悉 ; > =� < 所含 ; > =Β < 子群有两种非平庸的嵌入方式
,

它们 的 ;> =Β < 生

成元表示分别为
⊥
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如前所述在阿贝尔规范中有三种类型解
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另一方面因为
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我们若以 ( ‘ Σ 笠�

代入 =Β
6

Β :<
,

结果与 =�
6

Ν < 完全一致闭5<6

了丁 ι

第二种类型解 ‘是与 ‘�

正交的卡当算子又为方便计选
%

一万一 “
, ,

见七节少它不属

于任何 & > =Β <子群
,

因此上述两种嵌人生成的任一 ; 1 =Β < 转动都无法完全消去弦
6

巧妙

的是 − 4 5Η ΙϑΚ
7 ⊥ 和 Ε Φ5Γ Φ≅ ;4≅ 发现 % 可分 为两个不同 & 1 =Β <子群的部分

,

并且其一与 χ

对易∋Μ6 习 6

这样利用两种 & 1 =Β <转动便可将弦消去
6

下面我们将他们的解推广到信步情

形
6

以下 ‘仅表第一种嵌入
件
一

含劝
,

易见渗考七节<

:< =� Ν< 已无发散弦
,

但在两极方向有
“
支点弦

”出现
6

还可以有无支点的变换
6
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0 针<

一全]ς ⊥ ⊥ ⊥Ψ一
犷
〕

一孟
一

]ς ⊥
ι [ [ [ [

产 ι 1 1

斗一 Β
一

十 Β 嵌入

=Μ
6

:<

∴
。 ‘ 4 “

、
州

’

一

那 ⊥褂
了梦

ι [ [ : [ :

∴
“ 一 ‘ [ [

ι Τ‘
。

η

” [

ι
’

一
合Ψ拭褂

”
<, 一

军袱 ⊥
η

Ψ
ς

ι[ [ : [ ∴ 、[ / 1 一 : :

=Μ Β <
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Μ , � Θ 5 嵌人

[ 一 : [ [

: [ 一 : [

[ : [ [

[ [ [ [<
∴夕了6666,、、

ς

一石一一卿
Β

0

、、、6666才口∴

=
[ : [ [

: [ : [

[ : [ [

[ [ [ [

0 护, 一

:

一行一一0

=
: [ [ [

[ [ [ [

[ [ 一 : [

[ [ [ [Ψ =Μ
6

� <

Μ [ Μ 嵌入

了了
Β

一 :

了Ψ 九
, ,

丫了
[

Σ

顶户

[ [

0 ς

:

Β

[ [

=Μ
6

Μ <

�一[[[Β

5
刃6666666666Υ6,、

因为 0= :<, 可写为

尹 5<
,

Σ 尹:< Θ 牙一 ‘

尹
‘<Ε =Μ

6

� <

其中 Ε 是从 : , Β 维到 � , Μ 维的外尔反射算符
,

并且

Χ尹 5< ,

Ε 一 ,

尹劝Ε Δ Σ 4 =Μ
6

Ο <

因此它所给出的解可认作一种综合型解
,

可用类似办法处理
,

下面我们将略去关于这种解

的讨论
6

现在的情形
“又⊥

型
”
解和

“又。型”
解本质上与 ; 1 =� < 子群的对应解相同

6

差 别 仅在

于现在的嵌人方式有所增加
6

例如
“又�

型
” 的 ∋ ,

可有

Σ
Λ 一、

:
: �

一 : �
‘,

Σ —
儿� ,

Β
=∋,

一 0盆
, <
’

<
, : �

Σ 了盖
, , Σ 了� , 了,

ϕ 了ς
, ,

6

=Μ
6

! <

唯一真正反映 & 1 =Μ < 结构的解是
“

丸, 型” 6

在阿贝尔规范

) 眯 一 κ Ξ ) ⎯ ,

=κ 为整数< =斗
6

�<
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其中 。 一
η

∴宜
ς :� ,

归一问题亦参考第七节
6

易见

3 Β

( Σ 丁护
, 一 0 钾

,

=Μ, ∀ <

令
夕=‘, 一 双“‘<=、甲

,
ϑ

,

一 。甲<
,

=ς 一 Β , � < =Μ
6

:[ <

利用组合规范转动 澎
� <穿

Β<一 , ,

并考虑到

Χ Ξ
,

夕=, , Δ Σ [
6

=Μ
2

: :<

重覆 ; 1 / <
“又。型”

解相似的技巧可得

) “
” )

·。

一
κ口‘”口‘

“,一 ‘

=, ς
” 一 了 ς

, ,
<穿

”“‘
�<一 ’

) ⎯ 一令=γ“
‘”“‘”一

‘

<“‘
’

“
”一 ’

Σ ) 0 ‘, ,
=4

, , 甲< 一 夕‘� ,口‘
, ,一’

)
0 ‘”

=口
, , 甲<。

‘, ,口=, ,一 ‘

Σ 二 =Χ沈二
, ,
=口

, 宁中<
,

3 江呈
, <=日

,

叮甲<

一 磨(”<口‘
Β ,一

,

Χ 沈护
,
=4

, κ甲<
,

γ 沈三
, ,
=[

, 宁甲< Δ。=, ,。=� , 一 ,

<
6

其
Λ执

定ς
‘<=口

, 叮甲< Σ 穿‘<λ ς
‘<夕“ ,一 ‘, Φ Σ Β , �

6

注意到可以用 尹
� ,
表出 0= 幻

如下
⊥

=Μ
6

: Β <

侧Ψ<
:

Ν了万
Ψ⊥了了 一 : 十 Μ 0 卿一 Μ =了了 一 : <0尹

’ , 0洋]
,

臼 :� <

=Μ
6

:Μ <

尸 一 : =一 巧 十 Β Ο 0卯十 : Β 0尹
’

一
Τ Μ

;丁ς
�, ,

<

:

Ν丫万
Ψ。丫万 一 : Θ Μ了 ς

, , 一 Μ=了万 一 , <了ς
, , ’, 了ς

, , ]

。 Β Ο 一 :� 了万 Θ 了万
一 百 Θ

—
万获

Ω

一一
Β 一 �了万 十 了万

η 、 �

一

—
0 沪

η

Ο

鹉
�< 十

� 一了万
Ο

了 ς
, <‘

=Μ
,

:匀

便可进一步求得 ⊥

)
。。 ,

Σ 澎切=口
,

κ=# < 一
Ν丫万

。犷 Ψ
“=� <

=吞 、, <
=

;5≅ κ甲

Ξ 4 ; κ甲

一

粼享<聪
少

<一 ,

、、万 一 : 十 Μ。=”。⊥ ς” 一 =斌万 一 :<了、
� <’〕“=”一

]
一 :

Ν丫万
。 ς

Ψ古=
, Φ。 、甲了Ψ

�, 一 。 [ � 、甲了ς
� <
< Θ , 币Χ

7 4 ; 。=
7 4 ; , 甲了Ψ

”

十
。Φ≅ 。甲丁<

� ,
< 一

。Φ≅ 7了盆
, , Δ

, 。丫了 一 Μ 丫万 一 : 一 Μ =丫万 一 : <

μ Χ , Φ≅ 日=
7 4 ; κ甲了:

�< Θ 啦≅ κ甲0 至
, ,
< Θ

7 4 ;
;了呈匀 Δ Χ

;Φ≅ ;=
7 4 ; κ甲0 Ψ

� ,

Θ
;Φ≅ 、⊥ 丁ς

, ,
< Θ

7 4 。“了盆
, ,

, :∴ =了丁 一  < Δ]
6

=Μ
·

μΟ <

;1 =斗< 的卡当子代数包含三个对角生成元
,

因此综合解是三项的组合
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、,了
‘

、∴片了,兄甘
‘�上‘�工9

< , ∋ 4 = ∗, > 。? > ≅ Α 5< Β ,

在进行规范转动时
,

为明确起见我们在 口右下角注明规范转动相应的倍数
,

如

。穿
, ∋ 尺. 4‘, 4

, 甲 ,
!

,

一 ”甲5
�

考虑规范转动
Χ ∋ 夕梦,夕梦

,一 ,

夕分
,口异, 一

‘

口禁
, , 4 Δ

�

#Ε 5

<

一
。4 = ‘

&

十
· ? > “‘5。

一’< Β 一含4 Φ 。5。一 ‘

一 < 了‘, ,
4 Γ

, 。甲5 > 。梦5口梦
,一 ’

4 <
.‘’5 4口

, , 甲5 一 <
. ‘”

4 Γ
, , 甲5 5夕梦,夕驴5

一‘

> 。梦5。梦5一夕分5夕公5一 4<
. ‘”4 Η

, 。甲5 一 刃
‘”4 Γ

, , 甲5 5口异,
蹄

, 一 ,

口梦,
必

,一 ‘�

4 Δ
�

∃ ! 5

运用 4 Δ
�

#Δ 5
,

4 Δ
�

# Ι 5 得

<
“ 。 ,

∋ < .‘” 4Γ
, 。甲5 > #

ϑ丫万
/<

‘4 ”4 Κ
, , 甲5 一 <

. 4”4Κ
, 、甲5

,

产 Λ笠Μ
, 5 4Γ

, , 甲5 ΝΟ

十
�

男
,

4宁一 , 5 口矿 Λ笠Μ
, , 4 Κ

, 宁甲5 Ν >

一 <
.“ ,4 Γ

, , 甲5
,

才 Λ定Μ
& ,
4 Κ

, 、甲5 Ν Ο

#

ΠΔ 了了

//矛
4
】5 4。

, 。 , 5

> Λ萝 4。一 , 5 > 萝 4 。一 , 5 #, Λ‘互
, ,
4 Κ

, 。, 5 Ν
,

, 盆
, , 4 , , 、5 Ο >

于萝 4 Θ 一 = 5
,

Ρ Λ 0 十 少盆
, , 4 , , 。5 4丫万一 ∗ 一 4 & 一 ∃了万5少 Μ

,”
4

, , 、5 5 #
�

4 Δ
�

∃ #5

其中

萝 4
, 一 , 5 二 生 Σ%Θ Η Λ口

Σ% Θ 4
, 一 。 5 甲 > = 币

Α Κ Σ 。4 ∗ 一 。。 Σ 4 , 一 。 5甲5
,

4 Δ
�

∃ ∃ 5

才降吕
, , 4Κ

, , 甲5 Ν 二 。了了一
> Δ魁

, 5 4 Γ
, 、甲5 一 Δ 4了了 一 # 5裂

& ,
’

4 Η
, 、甲5

,

4 Δ
�

∃ & 5

岁矿 Λ注呈
, ,
4 Η

, 叮甲5 Ν

Ι 0 Π 一 #Ι 了万 > 丫万

一 ϑ ∃ Δ
定三&5 4Κ

, ≅ 甲5

& 一 了万
0

一8 代犷一一 吸互
& , 4 日

, ≅ 甲夕
−

∃ 一 &了万 十 丫万
十

—
江呈

, , ’4 Κ
, ≅甲5

,

4 Δ
�

∃ Δ 5

岁三
, 5
4

, , 口5 注 。梦,夕梦,一
‘

江Μ
, , 4 , 甲5口梦,口梦

, 一‘

Τ
#

ϑ丫了
/江三

, ,
4ϑ

, , 甲5
,

才 Λ江Μ
, 5 4 Κ

, 叮甲5 ΝΟ

> Λ
Ι #五, 口Γ Κ Σ

4叮一
, 5甲 >

Γ Κ Σ , ! Υ 矿 Λ定盆
, ,
4Κ

, 叮甲5 Ν
�

4 Δ
�

∃ Ι 5

五
、

规范场的角动量

现在让我们转向角动量的讨论
�

如所周知 − 4 ∗5 电磁场的荷
—

单极总 角动量 为

4 用 Β %ς Η 。
势5
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Υ Σ , μ =一 Φ3 一 。) ⎯
< 一

7
尹Ρ ⎯

=弓
6

:<

其中

二 一 γ μ ) ”

一
工几
亡 犷Ω

=�
6

Β <

规范场 Ρ 本不依赖于规范
,

我们加上标记 ⎯ 为表示与 ) ⎯
一样它等于下面 ;> =+ <规范场

不含生成元的部分
6

显然
,

在 ;> =+ <群时利用阿贝尔规范中的势来定义角动量是上式的

直接推广
⊥

一 艺 ΧΛ ν =一 ?γ 一
7 β , Ξ ς) ⎯

< 一

一 艺 Χ Λ ν =一玄γ 一
7 β ς ( ,) 万

< 一

7 Λ Τ , , ( ς
Ρ ⎯ Δ 在北半球

=�
6

� <
7 Λ , , ς Ξ , Ρ ⎯ Δ 在南半球

但是 Υ 是规范协变量
,

应可从无弦规范来考虑
6

即

Υ ϕ Λ ν =一Φ3 一
。

)
“ 。 ,

< Θ
7 Λ Τ

Ρ
,

=�
6

Μ <

Ρ 一 艺 β , ς ( , α 一 ‘

Ρ ⎯ ,

=”
6

, <

, 是相应的规范转动
6

这里顺带指出横规范 中场应能按 =Β
6

ΒΒ <表示
,

因为此时卡当基底

已成位置函数
6

Ρ 一 上 艺六
了

·

=〔γ Ξ 了·γ ‘宕’“’“
,

·

=弓
6

Ο <

其中对易子 ]
η

3 ( ‘,

3 ( , Δ 包含矢量间的 μ 乘
6

举 &1 =� <
“又,

型”解为例
,

横规范中

了。α 了
�

=Ν
, 。甲<

,

用岁
⊥

代人 =,
6

Ο <经过简单运算导致

Ρ

一器风=[,
”帕一黑=[,

‘帕肥 =� ! <

与 =� 分 所给结果一致
6

然而在加入
“无场势

”以后 =�
6

Ο <就不那么方便了
,

仍以 &石=约 为例
,

可分别用前述三种无弦势及相应的规范转动矩阵 代 入 =弓
,

的 及

=弓
6

分
6

引入

了=。
, 。甲< 一 , 吞Λ

。。;
。=

。。。。甲 , 5
Θ ;Φ 。 β 甲 , Β

< 一 滋≅ [ : �

Δ

一 币=蛀
≅ β 甲∋ ,

一 Ξ4
; , 甲几< 十 β 矛乡尸关7 , 。 甲< =获Ν <

∋4 0 则 乡尸 。 筑
6

=: ∀ <

于是 &1 =� <三种解的角动量分别是
⊥

“凡型”

Υ Σ 2 Θ 了 =7
, β 帕

,
6

=�6: [<

“又。型”

Υ ϕ 2 Θ 沈=口
, , 甲< 一 口。一

‘

了=7
, , 甲<。夕

一‘,

=�
6

: : <

综合型

Υ ϕ 2 Θ 江=口
, 。甲< Θ 口。一‘Χ了=口

, 。甲< 一 了=口
, , 甲< Δ。夕

一‘
6

在同步球对称情形
,

即 。 一 。 Σ : ,

少=7
,

帕 一朋
·

∋ 十 神
·

∋ Θ ς ,
·

∋ 一 ∋6

=�
6

:Β <

=乡
6

:� <
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此时综合型解已退化为 、
�

型
” ,

而
“又� , 又。型”

角动量则分别化为

Υ Σ 2 Θ ∋,

及

Υ Σ 2 十 0 一 口田一
:

灿夕
一 , ,

与文献 〔Μ
,

�Δ 一致
6

同样也可以写出 &1 =Μ < 的角动量
⊥

“又, ,
型

,,

Υ Σ 2 Θ 江‘, ,
=Ν

, 宁甲< 一 口驴<。梦<
一 ,

生‘, ,
=Ν

, 夕甲<必
,口梦<

一‘,

综合型
,

Υ Σ 2 Θ 定‘”=4
, 叮甲< Θ 夕梦

,口梦
,一‘

Χ江‘
, ,
=[

, , 甲< 一 江‘, ,
=Ν

, 叮甲< Δ岭
,夕梦

, 一‘

Θ 口扩
,夕梦

, 一 ‘

口分,

裂
,一 ,

Χ注‘”=7
,

β 甲< 一 定‘力=4
, , 甲< Δ口公

,口护
, 一 ,

口梦<口驴<
一‘,

=�
6

:Μ <

=�
6

: �<

=�
6

:Ο <

=�
6

: !<

式 中 定“ ,
=? 一 5 , Β , � < 为 =�

6

Ν < 中 ∋换为 0= ‘, 厂乡尸
�

换为 注ς
‘,
之表式

6

六
、

有关拓扑量子数的几个问题

本节打算讨论几个有关拓扑量子数的问题
6

它们 自然关系到解的分类
6

一 7 4 ΛΛ Φ_ ϑ ≅
等

〔‘Β ,
曾将 ; 1 =� < 八重态 ∃ Φ_ _ ;

场写成形式

: 了丁
少=ο < 一 一

Ω 丁 又
,

Θ

—
又

·

≅ 〔ο <
6

份
一

斗
、 ‘

。=ο < 一 =
;Φ≅ 口7 4 ;

ο 价
, ⊥ Φ≅ [ ;Φ≅ ο 价

,

ο Σ [ , 士 5
,

士 Β ,

Ξ 4 ; ;<
6

=Ο
6

:<

并以此来构造磁单极解
6

他们认为 ο 是标志同伦类的典型数
6

然而就 他们 所讨 论 的

& 1 =� < 解来说不难看出这样的判断是有问题的
6

例如 =用阿贝尔规范的形式最为清楚 ΧΜΔ <

) Σ γ �

) ⎯
=ο Σ 4 < =Ο

6

Β <

与

) ϕ 了�

) ⎯
=ο Σ 士  < =Ο

6

� <

两解之间可通过外尔反射互变
6

在这里外尔反射又可看作一常数规范变换
6

足见 ο 不

是恰当的拓扑量子数
6

Β
6

由于上述理由 Ε Φ5Γ;≅ ;4≅ 和 − 4 5ΗΙϑ Κ 7 Λ〔, , , ΡΛ ;Ιϑ χ。 和 + > χ9;“, ,
所给的 ;> =Μ <解 也

不全是拓扑上不等价的解
6

例如 =用文献【�Δ 的图解记号<下页图
,

均可通过外尔反射相关

联
,

即拓扑上是无区别的解
,

其中

η
、、

∴ / ι

0 奋
名 ,

Σ = 】
,

ι 0 Φ ∴
Ω =Φ ϕ 5 , Β , � < =Ο

6

! <

之” :

Β

5 , Β , � < =Ο
6

Ν<一一口

‘

、、:6666盆,,了

≅1
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落、 Μ 嵌入的 �
� 梦

’

一� 犷
’ � 犷

’

一� 了
、

,  !
∀

# ∃

%

江曰

&口
∀

∋。

( ” ) ∗ + 嵌入的 �
一 � 台

”

与

宕
,

� 犷
’

一宁兮
’

,  !
∀

−
伪矛。�.

�白。

又如 ( 、 ( 嵌入的厂/
( , ) ∗ / 嵌入的

”
夕

0 二 � 罗一� 沪 与 1 二 � 罗
’

一� 犷
’ ∀

 !
∀

! 玉

口�

2‘ 3
女 / 4 / /
七 5 — / /

。

“  一 )

∃
3 / 厂

 !
∀

6 ∃

)
∀

从我们关于倍步解的讨论中可以看到拓扑量子数的两个因子
7
缠绕数与嵌入数之

间可以互相转化之一例
∀

考虑 89  )∃ 阿贝尔规范中的解

: 5 2; )
: ”

∀  !
∀

/∋ ∃
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容易看出 Β : �

经过外尔反射可变为 � ” � 嵌入的 了� ⊥

Ε 一 ‘

=Β <Β了
⊥ 不犷=Β < Σ !’。

=Ο
6

: : <

Ε =Β < 见 =�
6

� <
6

显然通过 ‘
⊥

Σ
。一‘叮

� 7 一ΦΟ 几日叽 转动可化为无弦解
6

但是从另一角度出

发如我们前面所分析的 Β几) ⎯
应可作为 。 Σ Β 之倍步解

,

因此又可通过
。 Β Σ

7 一: Β甲:� 亡一: Ν : ⊥ 巴窟Β甲: �

消去发散弦
6

这两个解之间显然是拓扑等价的
6

它们的拓扑量子数 =磁荷数<应该相等
6

事实上
,

从第一种考虑而言
,

缠绕数等于 :ς 但因 0 旋为 ∋ 旋的一倍

=尹 一 了=0 Θ 5<
,

尹 一 ∋=∋ 十 5<
, 丁 一 Β : <

所以嵌人数为 Β
6

从第二种观点出发嵌入数为最小磁荷数
,

即等于 :
6

但此时缠绕数为 Β
6

因此

拓扑荷 一 缠绕数 μ 嵌入数
6

=Ο
6

:Β <

对两解间的规范变换是恒量
,

两解果然是拓扑等价的
6

七
、

& 1 =+ < 群的表示

为了讨论 ; 1 =+ < 单极解
,

我们 引人下面表示来实现此事
6

借助 & ΞΙ4> 97≅
,

γϑ ≅ Η7Λ

Π ϑ7 Λ Η7 ≅
矢量 图形理论

‘, 习,

我们在

+ 一 5

Β

用 一 一 5 ,

⋯

标志的 Β: Θ : 维 [ �

表示空间里定义算子

π5β
’

∋ν
8 。

55β < Σ 占8 。 ,

占κ 。 ,

=!
6

:<

为整数时此算子亦可表作

ν , , Σ 二 ,

立 =户
, 宁 Σ 5 ,

⋯
, Β Β Θ 5< =!

6

Β <

不难验证存在着对易关系

Χ ν 。 , ,
ν , 。〕Σ ν 啊ϑ , 。 一 ν , 。占。ς

6

=!
6

� <

特别有

Χν , , ,
义 , 。 Δ 一 =ϑ

, , 一 占。,
<ν

, 。 Σ 7 , Θ 卜。
·

=
7 ‘Θ 卜 , 一 7 , Θ 卜

ς

<ν
, ς ,

=!
6

Μ <

其中 7Φ =￡一 : , Β ,

⋯
,

Β: Θ 5< 是 Β: 十 : 维空间的正交单位矢量
6

用 5 十 : 一 。等来编

序是为了下面的方便
6

令

∃ ς
Θ 卜 , Σ ν , , ,

=, , <

∗
ϑ一 , Σ ν , Θ 卜

ϑ ,
什卜夕

6

=!
6

Ο <

易见

Χ∃ ⊥
, ∗

ϑ 一, Δ Σ 7 ,
·

=7ϑ 一 舜< ∗
ϑ 一 , 兰 7 ,

·

=ϑ 一 夕< ∗ 一,
6

=!
6

! <

为了使记号简单明确我们有时也直接用下标 ϑ 来代替单位矢量 7ϑ 等
6

这样表示 ϑ 一 口

即根矢量
6

Β: 维子空间
6

由于矢量
7 α 一 乌=9’ 箫 ε Σ : ,

⋯
,

Β: 十 ‘< 的全体被拘束于与 习
7 ,
正交 的

为了消除因 ∃ ⊥=? Σ : ,

⋯
,
Β: 十 5< 不独立所造成的不定性

,

我们进一 步
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引人
: ,

∃ α Σ 下会导井 =属 十 斌 Θ6 二 从 一枫Θ5<
,

α 一 : ,

⋯
,
Β:

=γ6; <

3 牡友Θ 5少

最后我们得到

Χ∃ α ,
∃ ς 5一 / ,

∋∃ , , ∗ 一, Δ Σ 气
·

=ϑ 一 口<∗
。一 , ,

友Σ 5 ,

⋯
, Β :

6

其中

: ∴
η 6 η 5 η 、

“ 一万而拜不 =75 十 “
’

十 ’‘一 友气Θ
认

不同 ∗ 的对易子我们没有写出来
,

因为我们以后一般不会用到它
6

按照 =!
6

:< 的表示

=!
6

∀ <

=!
6

:[ <

=!
6

: :<

Β ⋯ 左一 5 左 友Θ 5 ⋯ Β: 十 5

∃ 灸 =!
6

:Β <

一 左

二 夕⋯ Β: Θ :

∗
。η , 一

φ
· ·

⋯

=!
6

:� <

Β : Θ 5

、、、6666666己66‘6,,,省了

⊥

5
‘:

卡当算子的正交条件可导之如下
⊥
从 =!

6

:<
,

=!
6

匀 易得

了
ς

=∃ ⊥∃ ς< Σ 0
,

=ν
, Θ 卜

⊥ , , Θ 卜 ςν , Θ 卜, , , Θ 卜 , < Σ 占, , ,

设 而Ζ Τ,

则
5 个

=!
6

: Μ <

尸Ω Ω Ω Σ Σ Σ 司

Ω
一、

界=从马< Σ
:

丫权友Θ 5<5 =5 十 5<
=5 十 : Θ ⋯ Θ 5 一 / Σ 。,

左Ζ 5
,

同样 友π 5 时也有

孔=从∃5 < 一 。,

左π 56

5< 为了我们的方便这里不采用习惯所表达这一拘束的办法
6

即引人

愁剑
∃ ς 一沂万恩

∃ ς =‘一 ‘, ”
‘ , ’‘十 ‘’

·

相反现在的表示与流行的 &1 =� <
、

&1 =Μ< 久 代数一致
6
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因此

友个
Σ ∴ , , , ,

、 η Σ , Λ , , , 、 η

: ∴
6

一
6 , , 、 η , ,

‘
一 、

0
Λ

=∃
‘

∃
,
< ϕ 占‘ , 0

,

=∃
石

∃
。

< Σ 占
ς ,

—
= 5 Θ ⋯ 十 5 Θ Γ

Τ
< Σ 占

‘ ,

〔!
6

: , <
‘

咬又咬十 5夕
Ω

用现在所取表示系统
,

外尔反射运算显得极为简单
6

垂直根 ϑ 一 夕的外尔反射可写

为

Π
。

ΩΩϑ Σ #ϑ , ,

=!
6

:Ο <

其中 #ϑ , 为将矢量
7 。

与 ‘ 置换的算符
6

现在我们来叙述 Ε Φ5Γ Φ≅; 4≅ 和 − 45 ΗΙ ϑ

Κ7Λ 的论断
〔�Δ ,

即任意卡当基底可表为两 ;> =Β <

嵌入第三生成元之差
6

为了方便我们选阿贝尔规范中解前面的常数生成元是

斌厦万石不
η 、

一一万一一
一 月 , · =!

6

: ! <

考虑

岁鱼王型区左二竺竺些坑一
了沪 ‘

厂二石 Β

告
备一 , , η ,

夕
, 二‘一Ω 二二拭

Θ ς
6

忿石 Β
=!

6

: Ν <

因此

斌夜=友十 5<

热 一 鹉幻 一 了ς交
一
5<6 =!

6

:∀ <

容易看到 鹉砂还可以表示为

了“
走< 一

含
8“

φ , Β

=∃ ς 一 ∃ ς, 8
走

一 η 及一 Β

Β

8八=∃ ς 一 ∋∋Φ <8 α
,

ς

Θ 左二二生。孤ς尸趁
:

,
Β

=月ς

Β
一 ∃ ς<8 α 一ς

,
Β8 � , ,

Θ ⋯

ϕ 友尸共
,

,
Τ 0 ς。8

α Θ ς , ⊥
Θ =左一 Β <8补8云ς0 盖叭

,
Τ8 α

,
⊥

午 仅 一 Μ <尸淤
,

,
Β。正生了ς‘毕

,
,
�尸α一: , ⊥ Θ ⋯

Θ =
阵

, ⊥

”二
:

粤
丁护”

φ ,

粤
“
毕

, ⊥
,

左奇 <

=Β

阵
, ⊥

”只
‘α 了盖。 尸
丁

工 ·

鲁件
, ⊥ ,

友偶 <6 =!
6

Β [ <

八
、

& 1 =+ < 群的倍步解

从 & 1 =� < 和 & 1 =Μ < 的例子很容易推广到普遍的 & 1 =+ < 单极
6

令

斌及=夜Θ :<

热 一 九1 一 九卜。 ,

友Σ : ,

⋯
,

+ 一 56 =Ν
6

: <

显然

( ς

ϕ 0盆:< 一 : � , ( ⊥

Σ %
, ( �

一 (
6

对 & 1 =+ < 群主要应考虑 Ξ + 一: 6

其阿贝尔规范的倍步解为

) , ϕ β 卜
∋Ξ 卜

ς

) ⎯ ,

=, 卜
,

为整数<

=Ν
6

Β <

=Ν
6

� <
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转为无弦解得
通

。

, 一 ) “+ 一”
=“

,

, + 一:中< 一 口豁]夕聚⊥
一 ∋

) “+一’<
=“

, β + 一:甲<夕靛 ⊥磨器Ψ
Ω

Σ 上 =工笠ς
对一。=[

, 、、一 ⊥ 甲<
,

3 彭 + 一。=口
, , 、一 ⊥ 甲< Δ

一 口淤冲=捉⊥
一’

〔渺
一
叹7

, 。卜
,

帕
,

γ渺
一”=[

, , 卜
,

帕〕夕佘⊥。默⊥
一 ‘

<
6

=;
6

砂

其中

沈参
走,
=口

, 。甲< 一
;Φ≅ 4 =Ξ4

; , 甲 0 ∋灸, Θ
;Φ≅ β 甲 0 ]灸<< Θ 7 4 ; Ν 0 ς

灸, ,

∴ Σ
‘、η 。、 : ∴ ∴ ∴ 、 , ’

二
6

。 、 ∴ 、 , ,
。 、 。

=抖Σ
习<。

,

Σ 二 又ο =+ 十 : Θ Β 丫< 咬+ 一 : 一 Β 了<凡Θ:
,

, ,

Μ

Θ 丫=刃 Θ 5 一 Β , < =+ 一  Θ Β , < ς ⊥ 一 ς
,

, ,

<
,

=0 ς
“一‘, <
一令

=丫=+ Θ ‘ Θ , ⊥ < =+ 一 ‘一 Β ‘<“

一
一 了=+ Θ 5 一 Β , < =+ 一  Θ Β , < 。

⊥ 一 ς
,

, ,

<
,

=Ν
6

� <

=丁参
夕一‘<<

: ⊥ ,

:
,

, 了 一

一 : 凡尹

+ 一 ∋ + 一 � + 一 � + 一 5

—
,

—
,

’ ‘ ’

,

一

—
,

一 一 一
Β Β Β Β

=Ν
6

Ο <

最后
,

我们给出 & 1 =+ <单极的综合解
6

面讨论过的任一解都是它的一个特殊情形
6

实际上
,

它也是 ;1 =+ < 最普遍的单极解
6

前

阿贝尔规范解是

) , 一 艺 。 α ( α) ” ,

邝
6

! <

无发散弦解是
)

。。,

一 )
了=“一 ”

=。
, 、卜

, , < Θ ‘耀Ψ夕聚Ψ
一 ’

=)
, ‘+ 一”=“

, β 卜
, 甲<

一 ) “+ΩΩ
’

丫“
, 。+ 一⊥甲<< 夕歌Ψ口架 ⊥

一 ’

Θ 口聚 ⊥夕淑 ⊥
一 ’

口
聚ς口轰 ς

一 ’

·

‘)卿
一

讹白
,

。 + 一。

帕 一 ) 丁=χ 一
’<
=/

, β 、。甲<<夕聚ς。架厂
’

。聚脚瞬刀厂
‘

一

、
, ·

十 夕
涅 ⊥。器 ⊥

一 ‘

⋯此洲戈
一 ’

=澎 “’=Ν
, 。:甲< 一 刃

‘”
=“

, 。哗<⊥<

·

磷⊥磷Ψ
一 ‘

二 旧聚 ⊥。豁⊥
一 ‘。

伍 Ν <

原则上 了。 ,

0= 劝 ,

⋯
,

0=
对一Β < 均可通过 0=

+ 一劝 表示
,

上述表式也就可以像 & 1 =�夕和

&1 =Μ < 那样具休计算出来
6

仿第五节
,

我们还可以把最普遍形式的角动量写出如下
⊥

Υ 一 2 十 妙
一” =[

, 叨 + 一⊥

帕 Θ 夕架Ψ口聚 ⊥
一 ’

恻
“一

 <= “, 。卜耐
一 澎卜幻 =日

, , + 一:甲<<后聚冲默犷
‘

Θ ⋯ Θ 。聚Ψ。霖犷
’

⋯欢叫
一’

=妙=。
, 。 ,

帕 一妙=。
, 。 ⊥

帕<磷黔ς
一’

二 崛聚 ⊥夕架 ς
一 ’·

邝
6

∀ <
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