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方程孤子解的性质研究

施 义 晋 和 音
Β中国科学院原子能研究所Χ

摘 要

我们研究了非线性 5; <闹协乎=
方程的波包荃的孤子解

,

发现它可 以用于描

写粒子的状氛 而经典为学中的牡子及线性贵子力学中的粒子是它的二种极端

情况
%

我们也求得了一套非厄密算符的双正交墓
,

可 用
一

于做做扰展开
,

发现离散

本征值所对应的运动模式相当于
“经典

”
性质的运动

,

而连续本征值所对应的运

动模式则相当于
“
量子

”

性质的运动
%

我们认为表征体系状态的参数
“ ,

可 以作

为体系具有量子性或经典性的标志
%

一
、

问题 的提 出

一大类非线性方程的孤子解已 日益引起广泛兴趣 Δ Ε ,

在应用物理
、

凝聚态物理及
“基

霎薯恶哭嘿鄂黔蒸髯纂粼霜箭翼竺释霆霹暮Φ
他提到用它的孤子解句以研究量离子友应中的一些间献

一

我们最近对非线性 :;< =

碱<加 方橙作了二些分析俄们发现它具有一些很有启发意

义的特点
%

所谓非线性 5;< =司>? ≅Α
=

方程是这样一个方程
Φ

豁
Γ

豁
十 司训” 一 ”

·

Η (、

、李
户‘

、Ι,仁臼波

它由 7 ϑ ≅ =ϑ ? ≅ >ϑ ?

密度

7
Κ > Ι

。
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Λ
Κ

Κ 。 ,
口必、二 (ϑ训

’
Κ Μ , 二 Ν !

Ο —
、中 一三, 一 一 Π

Α:二一  % Θ不! , 二甲 Ν甲 (

Ρ Σ 口Τ # Τ Ι  Υ 义  Ρ

导出毛它已被用于描述
=月Φ

Β睁平面波的定态二维自聚焦
,

ΒΡ Χ单色波的一维自调制
,

非线性光孚中的自陷现象
,

Β� Χ 固体中热脉冲的传布
。

“Χ
‘

等离子体中的 ∃&ϑ ?≅ ς ∋ >=

ΒΩ Χ 此方程与超导中的 />
? 比∋ =≅ 一7ϑ ?Ξ ϑ∋ 方程有关

%

非线性 5 ; < =ΨΞ >? ≅ Α =

方程在条件
∋ 。

Χ Ζ ∋ 。 ,

得到满足的情况下
,

具有波包型的孤子解
Φ

Β� Χ

本文  8 9 [ 年 � 月  9 日收到
%



第 � 期 施义晋等 Φ 非线性 :; < =

ΩΞ >?≅ Α= 方程孤子解的性质研究

功
,

Β
∴ , ,

Χ ] ΗΒ∴ , ,
Χ

Α ‘ϑ‘⊥ , ‘, ,

Θ了二瓦蕊
,

Η (丽二万正石
, 、
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%

其中
“ 。

及
∋ 。

是由初始条件给定的任意常数
,

如果将 价
,

看成为描述粒子状态的波包
,

那么
∋ 。

就可解释为粒子的经典运动速度
,

或称波包的群速度
%

而
∋ 。

则为 ΞΑ__ ⎯= Ψ≅ (>Α 波的相速

度
,

或称载波的相速度
%

为了以后使用方便
,

我们引进下列量
Φ

Κ ∋泛一 Ζ∋ Α ∋ 。

�

Ρ “
Α

Ι “八
Ρ Κ

Ο 飞一 】Μ’ ,

Σ Ρ Ι

Β, Χ

 一—封Α

,‘

6几#
廿

,月&%%、%%%Τ

现在我们来考察一下 Β劝 式描述粒子的可能性及条件 Β� Χ所包含的意义
%

由于方程 Β(Χ 仅仅引进了一项自场
,

因此如果用 Β� Χ式描述粒子的话
,

它应具有自由

粒子的性质
,

在非相对论性范围内
,

我们知道有经典粒子与量子粒子之分
%

经典粒子满足

牛顿方程
,

量子粒子满足线性 :; Μ= 司>? ≅Α= 方程 Φ

ϑ价
,

ϑ
Ζ
沙 Κ

。

—
一丁

_

一
_

∀ ‘

Ξ Τ 刁∴ Ζ
ΒΩ Χ

方程 ΒΩΧ 的解是熟知的平面波
Φ

小
Φ

Β
∴ , Τ

Χ
 

了云瓦

Α ΗΒ灸一
团 Τ Χ

Β9 Χ

7 为箱归一化常数
%

按照 Ξ Α__ ⎯= Ψ≅ (>Α 的假设
,

Β9 Χ 式所描写的自由粒子的能量 1 及动量 +

与波的频率
、

波数关系为
Φ

1 Ο 功
,

+ 一 乞

Β我们已取了 方 Ο (
,

Ρ 产 Ο ( 单位制 ,’拼 为质量Χ%

度
Φ

∋ 。

一 丫而
%

而相应的波的相速度
Φ

Β[ Χ

因此 。Χ 式所描述的粒子的运动速

 Ρ

一几一 6 户
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—
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1一α

一一
功一左

一一

因此正好是条件 Β� Χ 的下界
,

也即 占一 Υ 的极端
%

由 Β� Χ 式
,

此时

了Β
∴ , ,

Χ、

Κ

Ι应
∀ Ζ Μ

以 护八 趋于零
,

这正好与 Β劝 以 7 一 (ΙΡ 趋于零一致
%

因此在 占” Ψ 极端
,

Β� Χ 式与 Β9 Χ 式一

致
%

它描写量子力学的自由粒子
%
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在另一个极端即
“。

一 ΨΨ
,

很容易看出
Φ

价
,

Β
∴ , Τ

Χ 一 占Β
∴ 一 。 Α , Χ

%

这是描述一个作直线匀速运动的
“点”

粒子的轨迹
%

以后我们可以证明
,

包络 ΗΒ∴
, ,

Χ 的
“
质心

”
位置在外场作用下的运动确实满足类似的牛顿方程

%

因此
,

我们可以假设
,

Β劝 式

代表一种自由粒子状态
,

它的二种极端情形是我们熟知的量子力学中的粒子与经典力学

中的自由粒子
%

而参数
“ Ρ 一

子
。是确定粒子特征的重要参数

%

因此
,

条件 自Χ 可改写为 Φ

“ 三 生 口口 Χ Ψ

为 了对问题不停留在表面的类比上
,

让我们从动力学观点来考察
_

Ξ> ?

笋 方程 Β(Χ 的波包型孤子解 。Χ 所描述的粒子
%

招
’

Χ

·

下由非线性 5Α < =Ω
_

二
、

线性稳定性问题

波包解 Β叼 在初始条件扰动下是否稳定
,

这是我们关心的第一个问题
%

因为既然要

用它描述某种粒子
,

那么在初始条件微扰下
,

它仍然应该具有原有的大部分特性
,

而不发

生剧烈改变
,

这才与我们通常的
“
粒子

”
概念相符

%

我们假设由于初始条件的某种不确定性
,

方程 Β(Χ 的孤子解 Β� Χ 产生了一个扰动
Φ

价 Ο 价
,

Γ 价&
, ΒΗ Γ ‘妇已

[“
, , , %

ΒΡ Υ Χ

了
,

Υ 均为守Χ 中的形式
,

为实函数
, ≅ 为微扰

,

一般为复函数
%

其中 〔为一小参量
%

将

Β (吟 代人 Β(Χ 得到 ≅ 应满足的方程
Φ

李 Γ
典

Γ 、“
。

李 一 。 , Φ Γ Φ ∋ ,

:Α; 、 Δ ∋
Β
二 一 。 Α ‘

Χβ
·

ΘΡ 8 Γ 、Λ

卜
Υ

%

Ψ Τ 口尤
%

Υ 万

其中
,

我们已略去 了宁 以上的项
,

广 为 ≅ 的复共扼
%

作变量代换
Φ

一
“ & 一 之⊥Τ

‘,之∃Τ

得方程
Φ

、

李
Γ 典 一 、 Ρ 8 Γ Φ 。 Φ :Α ; <

Φ

Β
∋ 。

Χ ΘΡ。 Γ ≅ Λ

Ν 一 。
,

口Τ ϑ 之 ‘

这个方程也可用算符形式缩写为
Φ

李 一 Β拭 十 仔χΧ
Φ 二场

,

口Η

双一共
十 。Ρ

Β, 一 ! :Α; 叮、 ΧΧ
,

Ξ 名‘

Β  夕

Β Ρ Χ

Β � Χ

Β(斗Χ

Β 力

,
‘

一 一 Ζ ∋ ,

:Α; <,

Β
∋ β

Χ Β Ω Χ

其中从
、

,’ 均为厄密算符
,

χ 为取复共扼算符
,

它是非厄密的
%

因此 Β 、Χ
’

是一个含有
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非厄密哈密顿量 , 的 5; <= 浏>? ≅Α
Φ

方程
%

由于 尤 的非厄密性
,

, 的本征值不一定为实的

了
%

也就是说一般存在非定态解
%

但可以证明
,

, 的本征值不为复的
%

但由于 Β � Χ 中

含有 χ 算符
,

在这种情况下
,

我们不能用通常的分离变量法从 Β � Χ 导得 衬的本征值 方

程及 ≅ 随时间的变化方程
%

因此我们须采用特殊的分离变量法
%

 
%

组合分离变( 法及藕合本征值方程

我们令试解具有下列形式
Φ

≅ Β
Φ , Φ

Χ Ο Δ人
 

Β
β
Χ

Α Ψ , 。 Φ Γ 人!Β
二
Χ

:>? 。 Φ Ε Γ >Δ汤
Φ
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β

Χ
:

玩 。 Φ

Γ 人!Β
β

Χ
Α Ψ : 。 Φ Ε ] 8  

Β
β , Φ

Χ Γ >豹Β
β , Φ

Χ
,

Β 9 Χ

其中令 乃 

Β
β

Χ
, 乃Ρ

Β
。

Χ
, 石!Β

。

Χ
, < !Β

二
Χ 为实函数

, 。 为实数Β以后证明 。 确为实数 Χ
%

将 Β 9 Χ

代入 Β � Χ 得
Φ

Χ Γ
Ξ Ζ人 

Β
β

Χ 一
∋ ,

Ββ 一 Ω :Α Α <,

Β
∋ β

ΧΧ人
,

Β
β

Χ ] # ,

Ξ &人Ρ

Β
β

Χ
Β [ Χ

一 二 β

Β_ 一 Ρ :
Α; < Ζ

Β
∋ β

ΧΧ人
Ρ

Β
名

Χ ] Υ
%

夕曰中叼

‘

‘
‘

‘
�

方
�

左田加一一
� ‘‘性异,  !

∀# ‘∃%
·

卜等一
% , 一 & ∋

二( )

% 二∗ , ‘∃%
·

卜

确∃%
·

卜罕一
%卜

+ ,
−. ()

%二∗ ∗人∃%
·

∗ /
% 01 ∗

因此可见

人‘%
2 , 。∗ 3

‘4左∃%
2 ,

一 。 ∗
, 方+

%
2 , 。 ∗ 一

. )方∃%
∃ ,

一 。 ∗
 

那么不失一般性可将试解 % 0 5 ∗ 写为 6

7 %
2 , 6

∗ 8 ( ,

%
2

∗ 9
. : , 。 6 一 ,; < 。 6 = > ;方+

% 2 ∗ 9 ,; < 。 6 > 。? ∋ 。 6 =

我们称 % + ? ∗ 为组合分离变量法的形式解
,

方程 % 0 ∋∗ 为藕合本征值方程
 

间
 

当本征值 。 一 。时
,

方程 % 0 ≅ ∗ 退藕
,

可以求得解为
〔
吸

石Α

% 2 ∗ 8 − ∃ ,− − ( %
“ 2

∗
∀( %

Β 2

∗
,

人+

% 二∗ 3 . 6 6 −. ( %
“ 2

∗
 

对于 。 粉 。,

方程 %4 ,∗ 可化为二个独立的四阶方程
6

% + ? ∗

函数限于实空

% + 0 ∗

一 。)( 6

%
2

∗ >
Χ ‘( ,

%
2 ∗

Χ 万 Δ
一 + “+

% 4 一 Δ ,− −
丫 %

Β 二
∗ ∗

Χ ) ( 4

%
2

∗
Χ 2 )

一 + Δ “ Ε ,−. 扩 %
Β 2

∗
∀。 %
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%
Β 二

∗
Δ 忿

一 + Δ Β ‘ ,− − ( Δ

%
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∗ Γ乃
,

%
2
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%
2

∗ >
Χ Δ人+

%
2

∗ 一 ’·’% ‘一 ‘ Η−. (
’

%二 , ,

弩
一 , Β Ε

,−. ( )

%
“ 。 ∗ ∀。 %

“二

∗ 坐丝业 > “∃人,

% 2 ∗ 一

Χ 忿 % + Ε ∗
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这二个方程也可写成葬瞥形式
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Χ

%
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Χ
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Ι
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户
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,
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一
, ,, 、 ϑ , ,  

, , , 、 Χ 礴  ϑ  二 、 , Κ 、

Χ )

‘
4

一 “
’

、才0 石一
二0 少欠口

。

十 才0 夕 8 8 佗犷 一 从 ; 一 , 哭.
扩 东Λ 一叮丁丁

口扩 Μ 梦

。 ‘ , 飞 卜 6 , Χ
 

ϑ
,  , , , , , 8 ‘

一 名 , 挑想泊一

7 功 右气了 十 叹; 十 ; : ,: .力‘

雪一 ” 义仁扩引 ∃
Χ 考

% +Δ ∗

, ‘2

。
,

8
、 + ?

Φ  , 、 Χ ‘ 、 ϑ , ‘  , Κ 、

Χ )

‘+ 8 “
’

气口
。
十

通0 夕气玄0 ?

一
才0 夕 8 一二二丁 一 认 0 一 , Η − 〔

扩 列 一二二

Χ 妙 Χ 尸

。 , , ,  , Χ
一 ”

掀
< ‘

“ ‘< “

万
十 ‘· % + 弓∗

容易证明彝符 Ν , ,

Ν )

虽然都是非厄密的
,

但它们是互为厄密的
,

即 6

Ν广8 Ν ) ∃

材 8 Ν
,  

因此间题归结为求非厄密算符 Ν ,

或 Ν )
的本征值及本征函数

,

并确证本征值为实
 

Ν 4

与几 互为厄密
,

因此它们的本征值谱相同且本征函数互为正交闭
 

=
‘6 % ·

, 功∗丹
0

%
· , 曰

,

∗ Μ

一
∃ %功

一
∗

 

% + & ∗

由于

〔+夕∗

我们已经求得了 Ν 6 ,

Ν
6

算符的全套本征函数与本征值
,

它们的本征值谱由一个离散

本征值 。 一 。及一组连续谱组成
,

连续谱的本征值色散关系为
6

。, 8 “‘

%反
, > 0 ∗

, ∃

或 。 8 士 %
汾
从

+
十 “
今

 

友取值为 一 二 Ο 左Ο .:
 

我们称离散本征值所对应的模式为经典模
,

为量子模
 

他们的名称的意义后面可以更清楚看出
 

对应的本征函数为
6

% + ≅ ∗

而连续谱对应的

几%
二

∗ 8
ϑ 下〕,二( %

Β 名∗ ∀ ( %
“。

∗ ∃ 份 8 ?

弄,

%
。 ,

Π∗ 一二牛吮
‘

9奥96 % Π
+

一 , ∗ > + Π ∀ ( %
。2

∗ > ) Η−Θ 、+

%
, 。

∗ Μ。。,
% Π。

二

∗

戈犷 十 土夕 Ρ 之究

> 至%左
+

一 4 ∗ 一 +掩∀ ( %
。 2

∗ > + ,−. ()

%
Β 2

∗ Γ
, ; < %反

Β 。
∗ = ∃

。 8 士 %护护十 护∗
 

% + 1 ∗

及

《
6

∗ 一 了万
、−. ( %

。 6

∗ ∃
“ 8 Σ ,

左+

%
二 ,

Π∗ 8
 

六冬份
、

ϑ奥96 % Π+ 一 , ∗ > 、 ∀、 %
。2

∗ 」
。:, % Π。·∗

又左
‘

十 二夕 Ρ 乙叮

十 �%左
, 一 0∗ 一 +左∀ ( %

“ 2 ∗ Γ血 %左
“ 宕

∗ = ∃ 。 8 土 %
“+
左

,
>

。,

∗
 

% Ε ?∗

关于二组解的导得的详细情况
,

可参阅附录
 

这些解的正交归一关系为
6
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Β
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Β
· ,

Λ Χ、一
。ΒΛ 一 ,

,

Χ
,

Θ立
, !

Β
·
Χ, Ρ

Β
· ,

Λ Χ&
二 一 。,

δ几
入,

Β
· ,

ΛΧ力
Ρ

Β
二
Χ、

二 一 。
,

δ几
‘ 

Β一 ‘Χ‘
δ

Β
·

Χ‘一了菩备
一<

Β誓Χ
,

δ几
‘Ρ

Β一 ‘, ‘
Ρ

Β
·

,‘

一了菩
卿 <

Β誓Χ
,

δ几
‘ΦΒ

·
Χ‘一香

,

δ几
石ΦΒ

·
Χ&

Φ 一 Ρ
%

Β�  
%

 Χ

Β�  
%

Ρ Χ

Β�  
%

� Χ

Β�  
%

� Χ

Β�  
%

ε Χ

Β�  
%

Ω Χ

Β�  
%

9 Χ

Ζ% 线性德定性

上一小节中
,

我们求得了算符 7
! ,

7 Ζ 的一套双正交的完备基
%

因此就可以此为出发
,

研究线性稳定性问题
%

由于初始条件的扰动
,

产生的对孤子解 Βφ 的扰动一般可 表 达

为 Φ

≅ Β
· , ·

卜 一‘
 

Β
·

卜
、一人

Ρ

Β
·
Χ Γ

Θ几
Ξ Λ一‘

 

Β
· ,

ΛΧΘ
·。

一
:> ? 切·,

Γ ‘

Θ几
‘Λ一 Λ‘Ρ Β一Λ, ‘

·‘? 功· Γ

一
, ! 田 一 士 Β一‘

Ρ

Γ 一,
·

Β� Ρ Χ

将 Β� Ρ Χ 代人方程 Β �Χ 发现
Φ

ϑ , , Ο 一 “ Φ ,
%

Β� �Χ

但
口 , 。

与 凡。

之间
,

方程 Β � Χ 不带来约束
,

这是由于经典模的本征值 。 一 。所带来的任意

性
,

我们发现
,

如果取
Φ

ϑ Ζ。

一 一 生
ϑ (Ψ %

Β� � Χ

那么由经典模所贡献的扰动为
Φ

二Β
· , ·

卜
一 丫万一 Θ一

< Β二 Χ
Τ< Β二 , Γ ‘

晋戏
< Β二 ,

Ν

一 了百一登
了‘”‘’二 ,

·

Β� ε Χ

这正好是孤子解 Β� Χ 的
“
质心

”
位置平移 一丫百。

。

所产生的改变
,

因为 Φ

以
二 一斌几

>。 , Φ
Χ 一以

。 , Φ
Χ 一了瓦

(。

擎
十

·

一
ΒΗ 十 动产 十

·

⋯ 伽Χ
一

Ξ 劣
, %

Κ
Κ Κ

因此
,

我们说
,

由于初始条件的扰动
,

经典模使波包位置发生了一个平移
,

而不改变形状
%

这是我们称它为经典模的第一个原因
%

而量子模由于是振荡函数
,

它对波包的包络产生

不大的影响
,

而主要对载波发生较大的干扰
%

因此方程 Β(Χ 的波包型孤子解 Β劝 在初始条件扰动下是稳定的
%

那么我们可以初步



认为Φ 波包型孤子解作为
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。

个粒子体系的描写也许是可行的
%

第 � 卷

我们现在进一步利用 7
, ,

间题
,

、

微扰外势场中的运动

7
Ζ

的本征基来处理孤子解 Β� Χ 在一个微扰势场 中 的运 动

我们与量子力学类比
,

势场 〔γ Β∴ Χ 的引进只是在方程 Β Χ 后添上一项
Φ

洛
�

、

0+、

,
、了、扩、 ,扩
、

、了
、

,
了

稗Τ2凡�Σ厂八目4,Δ夕Μ乙
 

件、0之刀二
 

Χ
且

Δ
‘

马止
 

了

‘2‘
ϑ‘
、

�

甩了、Μ

‘
产

‘
、,

%
、

)‘
、

粤 十塑
十 , 困

+
Π 一 、6 %Υ ∗价

,

口∀ 口尤
‘

令方程解为
6

略去〔二级以上项
,

得到

、旦丝红丝
ς 丁

必 8 价
,

十 价
Χ
一 %了十 〔7 ∗日气

7 的方程为
6

ς
)厂 , ϑ Κ ‘  , , 、 、 Κ

/  。 , 、 ,

> 于畏一 。 +

% Α 一 Δ ,: ()

% “2 夕∗ 7 十 ) Β ) , − : (二

% 。
二

夕7 不

ς 之+

·

丫兰 ,−. (扣
。

∗以
∃ 十 二

对
 

作进
一

步变量代换
6

, 。 8 杏
,

况 ) Φ 8 口 ,

8

业立宝业 十 典 一 % ∃ 一 Δ ,− .(
)

约。 十 6 ,− .( 枯
·

、‘

Χ 口 口万
洛

一 生
,

尽,−. 、 6
 

。
阵 十

物、
 

“ Ρ Ω Ξ “ “ ‘

令 7 份
,

的 8 肠份
,

的 十
,
豹份

,

的
,

得

一坠鱼里 十 燮丝立丝 一  一 & 、
二( )

Χ日 Χ 夸
‘

扮1 0

%咨
,

?∗ 8 Ψ %安
,

即 ∃君‘
/

Ν”

卿
一+一Ω
言

了丫0一“

亚通处兰 十 全哗卿
一 ‘0 一 + , 二

以 ∗以。
,

的 一

Χ 口 Χ 互
‘

二式对 口作偏微商
,

因此得独立的 7 ,

或 7 ,

方程为
6

ς乍%歹
, 口∗

Χ 口
+

。
+犷0

%占
,

口∗

? & +

> Ν ) 7 )

% 杏
, 口∗ 8 Ζ )

%歹
,

日∗
6

> Ν , 7 ,

%杏
,

口∗ 8 Ζ 4

%杏
,

日∗

其中

刀+

% 互
,

的 8
+

—
ΗΘΘ < 7 翌垦鱼

∃

ς石

4/Α丫
护一映

一
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Κ , 、 六 、

 
万 (气雪

, 口夕 Ο 一 一丫孙
浓< ! Τ<≅ 器一

< “

令
·

Β�弓Χ

可清楚看出 ⎯ Ζ

Β≅
,

ΥΧ 具有
“
力

” 的性质
。

但由于孤子解具有广延度
,

因此这个力的作用强

度要受
“
粒子

”
密度的调制

%

我们将 Β� Ρ Χ
、

Β� � Χ 方程按它的相应本征基展开。 ,

即令 Φ

≅ Φ

Β杏
,

口Χ Ο 价
,。

ΒΥ Χ人
Φ

Β杏Χ Γ

8 Ρ

Β蜜
, 口Χ Ο 币

Ρ 。

Β口Χ人
Ρ

Β杏Χ Γ

Ξ友Β价
! Λ ΒΑΧ人

!

Β夸
,

友ΧΧ Φ

Ξ左Β小
Ρ ΛΒ[ Χ乃

Ρ

Β杏
,

友ΧΧ
_

Β� Ω Χ

[
一
%
�

利用正交归一关系 % Ε 0∗
,

我们得
6

、
,
尸

≅
ϑ‘、

Ζ
Ε一+

一一
Χ ,币

0。

% − ∗
Χ日+

Χ )
价

+?

% & ∗
厅日+

0 。 ϑ 。、

8 — 力 +气口夕 州一

丫别

褥9

二
二 ‘Π Ζ 4

%“
,

Π,
·

‘Η−. (

%誓∗
一 [ !

%“, ∃

% Δ 5少
’ 、Π。

+

%。
,

Π∗
, −. (

%呼、二
[ )

% ς ∗
 

8 、 ) ϑ

Χ ,
价

, Π
% ≅乏

Χ ≅ +

> %友
, > 4 ∗

+功
, , % − ∗ 8 Ζ ∃

% ς ,

左∗ ∃

竺纂些 > % ,
+
一 , ∗”

+走
%“,

% Δ ≅∗

8 Ζ )

% ? ,

友∗
 

其中

Ζ Α

% ≅ ∗ 8 刀 ,

% &
,

萝∗人
0

%杏∗ Χ杏∃

Ζ 6

% & ∗ 8 Ζ )

% ≅ ,

歹∗人
+

%蜜∗ Χ 占
 

% Δ 1 ∗

≅

≅一≅
‘产  龟,∴户 值 弓,,Μ

Ζ 4

% & ,

夜∗ 3 召 ,

% ≅ ,

若∗人
+

%夸
,

左∗ Χ参∃

≅�

的一≅
‘产    Μ产  恤  Μ

Ζ )

% &
,

交∗ 8 刀+

% ?
,

互∗入
0

%杏
,

左∗ Χ 杏
 

因此
,

我们看到经典模振幅 咖
。

% ?∗ 及 咖
。

%的 所遵从的是牛顿型的方程
,

而量子模 咖, % −∗
,

咖Π
%的 所遵从的是波动方程

 

这就是我们赋于这些模式以这样的名称的第二个原因
 

由本征值谱 % + ≅ ∗ 可清楚看出
,

经典模与量子模之间存在一个
“能隙

” ,

它等于

占
此一Δ

一一“

当量子化时
,

即 占 Π : ,

我们发现量子模向经典模靠近
,

能隙趋于零
,

完全实现量子力学条

件 君 8 ? 时
,

经典模淹没于量子模中
,

不再作为一个突出的离散模存在
 

在当体系接近于

经典条件时
,

即 Β 。

、 .:
,

能隙无限增大
,

二支量子模向 士 .: 方向推开
,

就留下单独一个

经典模起作用
,

体系表现出
“
纯粹

”的经典行为

—
遵从牛顿方程

 

0∗ 由于 五
,

%
二

∗ 与 入6
%
二

∗ 也正交
,

使得 再
;

%
2

∗
、
五

6

%
2 ,

。 ∗ 及 汤
6

%
2

∗
、
力

6

%
2 , 。 ∗ 的封闭性近似成立

 

但我们不作

证明仍然认为方程 % Δ + ∗
、

% Δ Ε ∗ 可按上述本征基展开
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四
、

讨 论

从以上几节
,

我们 可以得出这样一些初步结论
%

 
%

非线性 :; <币Ξ (? ≅ Α =
方程的波包型孤子解可以用于描写

“
粒子

”
的运动状态

%

而量

子力学及经典力学中的粒子概念只是它的二种极端情形
%

Ρ
%

孤 子解 Β劝 具有线性稳定性
,

它不仅克服了量子力学的波包随时间弥散的缺点
,

而

且保持了对初始条件扰动的稳定性
%

�
%

我们这里的粒子清晰地包含有
“
粒子性

”与“
波动性

”
二重性

%

它在势场中的运 动
,

由“
粒子性

”的经典模式及
“
波动性

” 的量子模式共同描述
%

大家知道
,

在量子力学中强调

了粒子的波动性
,

而在经典力学中只考虑了粒子性
%

这里由于非线性自能项的引人
,

很 自

然地将粒子性
、

波动性统一在一起了
%

斗 我们也可清楚地看出
,

这里给出了划分量子体系与经典体系的一个特征参量

占
邃一斗

一一
“

我们知道量子体系与经典体系不能只凭体系的尺度来划分
,

也不能只凭体系参与运动的

能量来划分
%

以前只是说 方量起作用的体系是量子体系
, 方不起作用的体系是经典体系

%

但 方是一个普适恒量
,

它总是存在的
,

因此
,

从概念上说
,

起不了作为描述体系的特征参量

的作用
%

我们这里提出了
。
作为特征参量

,

那么问题就归结为相速度
“。

究竟是体系的什

么动力学参量
,

它与体系的几何大小
、

动量
、

能量有什么关系η 亦即说怎么判定一个体系

的“
波动性份 本文没给回答

%

ε
%

对一个体系是否是量子体系或经典体系
,

也可从另一角度来回答
,

即看我们所要研

究的问题的性质而定
,

也就是说
,

同一个体系随我们所要研究的问题的性质可以看成量子

休系
,

也可看成经典体系
%

我们认为如果我们研究的问题主要涉及量子模振幅的改变
,

那

么体系可看成量子体系 !如果问题主要涉及经典模
—

即“
质心

”
位移的问题

,

那么体系可

看成经典性
%

这正如光学中
,

研究几何光学问题可以不考虑光的波动性 ! 而研究衍射
,

干

涉之类问题时
,

必须处理光的波动性
,

同样
,

在加速器设计中
,

加速粒子体系可作为经典

粒子处理 !而研究它们的散射
、
反应间题时就需要作为晕子体系来处理

,

这是大家习以为

常的事
%

在这里
,

我们对这样的事可给与进一步说明
,

即加速器设计中主要关心的是加速

粒子的质心位移
,

因此只要考虑经典模就够 ! 在极端近似下
,

就可作为经典粒子处理
%

而

在粒子的散射
、

反应中涉及的是粒子的
“
位相

”改变
,

因此需要考虑量子模的效应
%

本文得到了金星南先生的热诚指导及关心
,
也得到了本所理论组同志们的大力帮助

,

作者在此表示深切的感谢
%

本文也承蒙冯康先生
、

戴元本先生提了不少宝贵意见
,

在此一

并表示衷心的谢意
%

附 录

现在我们来求算符 吞 的本征值问题
,

对我们物理上有意义的解是有界函数集合
,

因

此我们下面分二种类型的有界函数来求
Φ
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Β0 Χ 局域解
Φ

我们将边界渐近行为趋于零的解称为局域解
,

趋于有界函数的解为广延解
%

可以证明解 ΒΡ  Χ 是算符 7
!

的本征值 护 一 。的解
,

因此我们已有了一个局域解
,

我

们再求另外的局域解
%

作变换
,

令

< Ζ

Β夸Χ 一 砰
Φ

Β互Χ :Α; <
“

互 Β0 (Χ

得 Π
Ζ

Β约 的方程为
Φ

丝鱼生 一 � 。 Τ< Φ 丝丝生一 Ζ=‘�“Β( Γ 。Χ 一 � Χ
、Α; <

Φ
Φ 一 Β� ϑ Φ

一 (Χ Ε 亡丝 
Ξ 夸

� 一

Ξ 夸
� 一

”
’ _ _ _ 一

Ξ 萝
沼

十 ! Τ< ≅ΔΒ 武  Γ 。
ΧΒ Φ Γ 。

Χ 一 ! 。 一 Φ Χ
, Α; < Ζ

杏一 。

夕 十  Χ 嘿
Ξ 雪

Γ

δ
「ϑ Β

ϑ Γ ‘ΧΒ
“ Γ , , Β

。 Γ , , 一 :ϑ
Β‘Γ 。

, 一 ‘。 , 5Α. <
�

“

一 Ζϑ ΔΒ
ϑ Γ (ΧΒ少 Γ Ρ 。 Γ Ρ Χ 一 , Β

ϑ Γ 一Χ ∃:Α 亡护夸

十 矿 一 Ρ少 十 ( 一竺
’

∋ �
Β0 Ζ Χ

我们观察 ι
Φ

项的系数
,

发现如令
ϑ Ο  则 Β0 ∃Χ 中的 Π

,

项系数除了本征值外 全 消去

了
%

得
Φ

Ξ �

附
, & , ,

Ξ �

牙
, %

Ρ , , , ,
、 Ξ Ζ

甲
。

印Ρ Κ Κ ,

—
一 任 Τ? 心

—
一 牡

5Α 〔? %
旬 一 > 少

一
一—

外
尹 Ρ

Ο 6 ,

Ξ夸
” 一

Ξ 杏
, _ _ 一

Ξ 萝
孟 “ �

Β0 � Χ

再作变量代换
Φ

刃 一
‘< Ζ

杏
,

Β0 � Χ

得方程
Φ

 Ω Φ 刁Β( Γ Φ Χ
,

婴
Γ  Ω。Β Γ , ΧΒ� Γ 、Φ Χ

婴
Γ � Β[ Φ Ρ

Γ  Ρ , Γ � Χ
缨ϑ 刀

’

� 刃
&

Ξ 刃
‘

 Γ 刃

Ξ 环
尸

Ξ刃
Π

Ζ

Β刃Χ Ο Υ
%

Β0 5Χ

这里我们已得到了标准型的四阶线性常微分方程
,

这个方程有 。,

一 ( ,

ΨΨ 三个极点
%

由

于 刃的取值范围为 Υ 成 刃 ϕ ;Ψ
,

见 Β0 φ
,

因此我们只 要求取 叮 Ο 。点邻域 内的 解就

行
%

在 刃一 。点邻域 内
,

我们令一个幂级数解
Φ

二
Ρ

ΒΦ Χ 一 Φ “

名
; ,

Φ
· ,

Β0 Ω Χ

代人方程 Β0 � Χ碍指标方程为
Φ

户Β� 户
,

一  Ρ户,

十 Ρ (α 一 � Χ Ο Ψ
,

因此得
Φ

Β0 9Χ

+ Ο Υ
 �

,

万
’

万
· Β0 5Χ
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那么我们可写出 刃 Ο Υ 点邻域内四个线性独立形式解为
Φ

、如
ΒΦ Χ Ο 艺

ϑ ,

Φ
· ,

牙
Ρ ,
ΒΦ Χ 一 占

。

牙、
ΒΦ Χ ∃? Φ Γ 艺 去

,

Φ
介 ,

Π
, 〔

ΒΦ Χ 一 ,
,八

艺
Α 。

Φ
· ,

Β0 ≅ Χ

ι
Ζ‘
Β”Χ Ο Ξ

Α

Π
Ζ。 ∃? 刃 Γ

记住我们要求的是局域解
,

由变换 Β0 ∃Χ 可知
,

ι
Ζ

Β心 ϕ 犷
八

艺 、
,

Φ Φ

Π
,

必须具有这样的渐近行为
Φ

由于 那
Ρ ‘ ,

评, 才
都违反这个边界条件

,

因此不取
,

此外 沐
Ρ ,

取
,

只有 ι 二Β动
%

将它代人 Β0 , Χ 式得系数方程为
Φ

的Ρ

:ϑ Φ

一
Ο

了
“。

Β0  Υ、

由于 刃 一 。时发散
,

我们也不

Β0   Χ

Ι % 、 功 Ρ

� Ω Υ
Β0 ∴Ζ Χ

对于
, 李 Ρ 的一般通项 为

Φ

Γ (ΧΒ Ζ ? ,
Γ � 。 ,

 ΩΒ
。 Γ  ΧΒ

∃ Η
月

Ι

—

—
、份戈?

, 、 Ι
%

 Σ 
%

� 、 7

刀 , Ο 艺少气件 月时

— 护吃刀
Ο

七 — 护
Σ Ρ Ι Σ Ρ Ι

Γ � 。 一 Ρ Χ
。 , Γ ,

Γ  Ω ,
Β

,

一 (ΧΒ�
。Ρ
一 � , Γ Ρ Χ

ϑ ”

Γ Ρ ΩΒ
。

一  Χ
Ρ
Β

,

一 Ρ Χ
Ρ召 , 一 ,

一共 Β‘
6

_

Β0 ∃劝
 ,(
声

‘

、
护

叫称
口

因此这个幂级数只有二个任意常数
ϑ 。

及
。 ,

其中
ϑ 。

为归一化常数
,

没有实质意义
%

因此

对于给定的本征值子
,

只有一个常数 一 需确愈

但是这个幂级数的行为
,

很类似于一个几何级数
Φ

ϑ Υ

 十 ϑ 刃
‘0 (灼

因为当
?

、 ΨΨ 时
。

Β0  � Χ渐近为
Φ

。 , 、Ρ

一
一 Β�

ϑ 。 Γ  

Γ � ϑ 。

十 口一
,

Χ
%

Β0 (弓Χ

相邻系数
(’∋?

差一个常因子
%

因为幂级数
、

Χ ι、Χ
蠕

一 及 一 ,

Β子Χ
就能完全 确

定
,

因此具有这种性质的几何级数类型的一般函数可写为
Φ
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, 。

艺 Φ
·

,“ Ρ。

ΒΦ Χ 一 万了=

一
!

Γ 夕甲

Β0  Ω Χ
、

、
刃君

月

十

%引%

刀‘,κ
%

=

、&#犷∗一、Ι一一�一护、尹一二举‘气””,名”<0 ϑ、、
Μ

<]口

律 勿
%砂 8

将 %⊥ 0 & ∗ 代入方程 % ⊥ 匀 发现只有 护 8 ? ,

方程才有解
,

其中
,

_ 为某一数
 

既然不存在无穷级数型的收敛解
,

那么是否存在多项式型的解呢⎯ 就是说
,

某个
。
之

后所有系数
召。 8 ?

 

由 % ⊥ 0Ε ∗ 可知要截断无穷级数为多项式
,

必须要相连的三项 系数
。 。 , 。 , > , , 。 。> +

为零
,

亦即对于给定的
,
存在三个方程

6

�
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�
)

%
. , , 。 + ∃ 。

∗ 一 : ,
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Ε
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% ⊥ 0 5 ∗

这三个方程只有二个量 .4 与 田+

需要确定
·

又由于 �4 是
子

的 %一
, ∗ 阶多项丸 九是令

的 %一
, ∗ 阶多项式

·

而 九是
子

的 · 阶多项式
·

因此 �4, 、
·

儿都是
子

的线性独立‘函

数
,

那么立即可知方程 % ⊥ 05 ∗ 是矛盾方程
,

除非 砂 8 ?
 

因此
,

我们确证了算符 Ν 6

只有 扩 8 ? 的局域解
,

而这个解我们在其他地方早已求

得
,

即为正文中的 % + 0∗
,

根据解的唯一性定理
,

知道这即是我们的唯一一个局域解
 

% Ζ ∗广延解
6

Ν
6

的广延解可以这样求
,

我们先来考察一下 杏一 土 .: 时 Ν 6

的渐近行为
6

Χ 今 Κ Χ )

‘ + 一/ 一一》

— — 名

—
 

十 ; ,

一

‘一 ‘ Χ 夸
峪 Χ 占

谧 % Ζ 2 ∗

因此有特征方程

一

子
十 。十 +‘十 ‘一 :

·

% Ζ ) ∗

得本征值 扩 与 互之间的色散关系为
6

.: )

一 %
Β )

咬
+ > Β )

∗
+

 

为了求取广延解
,

我们令试解为
6

人+

%夸
,

友∗ 3 牙
。 − : ,

左杏> 评
乡 ,; < 凌歹

 

将 % Ζ Δ ∗ 代入方程 % + Ε
’

∗
,

利用 .:
,

舫 及 蚊< 反杏的线性独立性
。

我们得

方程
6

% Ζ Ε ∗

% Ζ Δ ∗

α
。

%杏∗ 及 α
,

%登∗ 的
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再作变换
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Φ

风
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用幕级数试解
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解
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