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5 (珍。场方秘的和乐泛函表述

吴 氯 时
9中国科学院理论物理研究所:

摘 要

从规范场理论的积分表述出发
,

我有把规范场的运动方程—
无源的 ,7 ;8

<

5(3 压方程政写为和乐泛函 9即遇路位相因子: 的泛 函微分方程
4

由此进一步导

出了二维时空规范理论中的无穷多个泛函做分方程形式的守恒定律
4

一

规范场理论用什么样的量来描写最合适
,

这是个很重要的向题
4

玩=>
一

/ =7 ?7; 。、

实验

表明闺
,

在涉及量子效应时
, 仅仅用场强来描写电磁场是不够的

4

在经典的非 / ≅Α3 规

范理论中 Β 规范场强就更不足以描写了
Χ
因为相同的场强可以对应于规范不等价的规范

势。一叹 但是用规范势来描写
,

又嫌所允许的规范变换自由度太大
4

通常是通过附加规范

条件来进行限制
,

。?(≅
。、
不确定性卿的存在

,

说明许多常用的规范条件是难以固定规范

的
,

这就给规范理论用规范势来描写的表述带来了严重的困难
4

看来
,

迥路位相因子 9本文中称之为和乐泛函: 可能是一个比较合适的量
4

对电磁场

而言
,

在 玩=> 魂=7 二2Δ 实验中
,

可以观察的
、

起实质作用的正是它
4

而且
,

在数学上与规

范理论等价的纤维丛联络论“一中
,

和乐群是个很重要的概念
,

而迥路位相民子就是和乐

舞的元素阁
4

迥路位相因子的规范变换性质非常简单
,

所以用它讨论规范场的等价性
、

可

约化性及对称性等
,

有很多方便之处
Ε� 一“4

在本文中
,

我们从规范场的积分表述ΕΦΓ 出发
,

把 ,7
; 8

一

5( Η ,
场方程改写为迥路位相因

子的泛函微分方程
4

这就为以迥路位相因子作为出发点的规范场理论表述的更为广泛的

应射开爵了新的前景
4

作为这一泛函微分方程的初步应用
,

‘

我们证明了
Χ
在二维时空的

规范理论中
,

存在着无穷多个泛函微分形式的守恒定律
4

尽管这些守值定律的物理意义

还不十分清楚
,

但是存在无穷多守植定律这一事实本身无疑是很重要的
4

它也许有助于

推进我们对子规范理论乃至胶子动力学的认识
4

设 Ι口
,

为
。
维时空 5

”

中以 Ι 为起点
、

ϑ 为终点的一条路径
。

按照规范场的积分

表途哪
,

与此路径相应的位棺因子 必ϑ+ 〔Κ 9矩阵 .( Α
群 : 满足

6 : 甄 , Λ 叭
ϑ

·

必ϑ+ 93:

Μ : 中Ν Ο 刁,
,

,
Λ # 一 Π 二

9二:Θ Ρ
拌

9Μ :

其中 尸 和 妙 十 Θ沙 9拜 一 6 ,

⋯
,

的 分别为 5
”

中点 Ι 和 Ι Ο Θ+ 的坐标 Ν 凡 9约 取

本文 6 Φ� Φ 年 Μ 月 6Φ 日收到
4
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场方程的和乐泛函表述

值在 ‘的 .( 。
代数上

,

它就是规范势 Ν # 为单位矩阵
4

由 96 :
、

9Μ: 两式可导出

� : 必, Λ 中猫 9� :

现设 + 点为 5
”

中任意一固定点
, Σ 为以点 Ι 为起点和终点的任意迥路 9简称 +迥

路:
4

记 巾9Σ : 为迥路 Σ 的位相因子
,

则由 93: 和 9幻 式知
,

对所有的 尸迥路 Σ ,
中9Σ :

的集合形成一个群
,

叫做和乐群
4

作为取值在和乐辞中的泛函
,

中9∃ : 我们称之为和乐

泛函
4

由 96 :
、

9Μ : 二式可导出
Ε夕Τ

Υ : 少9占Σ : Λ # 一 % 。 ,

9分淤万邵7义
, ,

9斗:

其中 占Σ 为从 + 出发
,

经过点 Ι 十 Θ+
、

Ι 十 即 十 裁尹、 Ι 十 护
,

然后又回到 尸的无穷小

迥路
,

而 %二9幻 为规范场强9取值于 Κ 的 .( Σ
代数中:

Χ

% Ν ,

Λ 口
Ν Π

,

一 7
,

Π Ν

Ο Ε Π
Ν , Π

,

Τ 9, :

为了用和乐泛函来表达 ,7 ;8
一

5(33
)

方程
,

先来计算迥路位相因子的泛函导数
4

设

ς “

Λ ς “

9‘: 92 《 了《 6 : 9Ω :

是 + 迥路 Σ 的参数方程
,

其中 ) 为参数
,

且

ς “92 : Ξ Ψ
“

9飞: 一 ς节 9Ω
,

:

由 96 : 式我们有
Χ

中9∃ : Λ 必93
, Σ , ∀ :

·

巾9∀
, Σ , 2: 9� :

其中 中9∀Ζ
, Σ ,

∀3 : 9)
,

[ 凡: 表示迥路 Σ 上从点 ) Χ

到 ) Χ

的那一段路径的位相因子
4

由

公式 96 :
、

9Μ :和 9Υ :
,

可以证明下列开路位相因子的泛函导数公式

占必9凡
, Σ , ∴ 6

:
占Ψ “

9) :

一 。9、
Χ , Σ , ):

·

]
。Ν

9) :。9Χ 一 ) 、

: 一 。,

9):。9) 一 ∴ Μ

:

Ο % 几·

9“:

肇
”9、一 “: ⊥ 9“一 “6:

_
, 9“

, Σ , “6

: 9⊥ :

由此从 9� : 式容易得到和乐泛函的泛函导数为

6⎯:97:66:⎯:

99�

占巾�  ! ∀

乡# ”

� ∃ !
巾 � %

,  , ∃ ! &
∋ 二

� ∃ ! 亘半
‘ , �“

,  , 。, � ( ) “ ) ‘’
·

定义

男
。

� ∗
, + ! 一 。一� + ! 旦里二业

,

� ( ) ∗ ) − !

占. “

� ∃ !

则由 � / ! 式得到其显示表达式为

∀
0 。 , 、

1 二1 ∋ 0 。 , 。 、 ” , 。 、

2 . 孟‘∃、 盖 , 1

男
。

� ∃
,  ! 3 中一 ,

�∃
,  , ( ! &

4 “
� ∗ !

,

竺全二公‘仁 巾� ∗
,

+
,

( 、
2 ∃

氢薰甚翼晶黯驴纂饥黯赘六飞篡黯
只是“路 “上从点 ’�∗

‘
·

�“
, +

樱筹
之一 。

旦

豁粉
一

鲁淤
5 〔‘

·

�“
· “,

,

‘
·

�“
, + , ’一 ”

� 67 !

� 6 8 !

其中 � 6 8 ! 式不仅可由 � 6 9! 式两边取泛函导数得到
,

而且也可由 � %约 式和 � ∗! 式显示地

计算 � 6 8 ! 式左端的表达式而得证
,

在后一证法中
,

对 ∗’ ∀ ∃ 的情形要用到场强 & 二 ,

�幻
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所满足的 Π坛。山 恒等式
4

若据 96的 式把 男
、

9)
, ∃ : 看做 Ι 迥路空间中的平凡联络

,

则 96 � : 式意味着相应

的曲率为 氏

对于平直的时空
,
从 96 6: 式出发

,

利用

一‘色‘ 里星互些‘‘ , 二

占Ψ
”

9∀
,

: Θ )

兰 , 9) 一 )
‘

:
Θ ∀

96Υ :

以及公式 9⊥ :
,

塑继取里
“

7笼产9∀:

不难算出下列的显示表达式

护
‘
9)

, Σ ,
⎯:

。标9∀:

口Ψ
产

Ο Ε召
二

9):
, % Β Ν

9∀ :

‘

些兰些之 必9)
, Α

,

2 : , 92:

Θ ∀

、矛?、、
4

了‘了、‘、了曰、尹‘α的3州%=厂�
β‘、声了、β七、气
666β叹
4

因此通常的9无源的: , , ; 8
4

5(33 )
规范场方程

锹
Ο 〔”一 %二 , 一 2

等价于如下的泛函微分方程

7‘留
二

9∀ Ν ∃ : Λ
占Ψ “

9):

或者用和乐泛函 必9Σ : 来表达
,

即

犷
χ

9Σ :去蒜器精
一 , 一9‘,

黯
·

, 一9‘, 舀巾9∃ :
吞Ψ ”9∀ :

文献 Ε 6⎯ 6曾以递推的方法
,

证明了二维时空的某些非线性标量场理论有无穷多个守

恒定律
,

这里我们使用类似的递推方法
,

来证明二维时空的规范理论也有无穷多个守恒

定律
,

不过它们都是以泛函微分方程的形式出现的
4

对二维时空 粼 一 6 , Μ
4

由于 男
Ν

9)
, Σ : 的泛函散度为零〔见方程 96� :δ

,

容易看

出
Χ 必存在泛函 梦9)

, ∃ :
,

使

,
·

9“
, ∃ ,

一渝
梦9“

,

∃ ,

事实上
,

由上式可得

_
一

一典份
.占Ψ

Ι

仁∀ :

Γ

‘生一6
泞Ρ 拜9污、δ占Ψ 拜

9∀:

, Α)
,

。:

一
。。。

丝卒孕
一 。

占Ψ
孔

又∀ :

96 ⊥ :

96 Φ :

这是方程 96 ∴: 有解的可积性条件
4

因此满足方程 96 ⊥ : 的泛函 毋9∀
, ∃ : 存在

4

现在令

, 梦
、
9“

· Σ , 一

纂器
Μ Ο ‘

·

9“
, Σ , 梦9“

, ∃ , 9Μ ⎯ :

利用 96 ⊥ :
、

96 � :及 96 � :诸式
,

易证 男分
,
9)

, ∃ :

夔些还且 ε

沙Ψ 产9∀ :
一

‘
琳

占男
Ν
9∀

, ∃ :
沙Ψ “

9∀:
Ο 男

二

9∀
, ∃ :

的泛函散度为零
Χ

占梦9∀
, Σ :

沙ς “9国:
一 Λ

全丝迎
乙旦里一 一 亘典华孕

Ο ?,
, ,

9)
, 。:

,

,
Ν

9)
, 。: 6不一

。

占Ψ严仁∀〕 舀尤
‘

又∀ :
’

δ句
6一Μ

一

9Μ 6 :

用类似的办法递推
Χ



第 � 期 吴泳时Χ , 7

鳍一5 (33) 场方程的和乐泛函表述

‘、了‘、β、,矛、Γ夕、,了,�久:连
,

口,口;,‘,乙,‘,乙,‘
声<、0龟、0‘、尹,产、‘、=石命

5 ‘
·

�“
· + ,
>
梦‘”一” �“

, “’

∀ 9
,

�
, ! 7 !

由 � 7 8 ! 式知
∋
存在泛函 梦‘

, , � ∗
, ? !

,

使

男护
! � ∃

,  ! 一 ? 4 , 占少� ” ,
� ∃

, + !
占#

,

� ∃ !

定义

, 梦一 �“
, + , 一

=石命
5 ‘

·

�“
,  !
=
梦 �一�“

,  , 二

则它的泛函散度也为零
∋

△

△沙 �∗ !
梦‘

” ,
� ∗

, + !

占尤
“

� ∃ !

利用 � 7 7 !
、

� 7乡! 式以及由 � 6 8 !
、

� 6 ≅ ! 式导出的

「 占 △ 6
1

「 △ △ 6
% , , , ?∗ 二∀ 二 , , 一一, , Α 丁一二

,

Β 一 Χ ,
6 ?? ?? ?? 二 ?∗ ∋ Α ,

,

一
一 , 一二Α 二, % 3 Χ

Δ占. 声

仁∃ ! △.
产

又∃ ! : Δ△. 产

仁∃ ! △.
Ε

咬∃ ! :
� 7 ≅ !

很容易验证 � 7 Φ! 式成立
,

此外
,

还容易验证

Γ男梦
5 ‘! �∃

,  ! 占男念
”5 ‘, � ∃

, ? !
,

∀
, 。 , Η 1

。。、 , 、, 。 。Η
一

, 。 , Η 一
。

,
、、 , 。 八 、

之竺牛, 关子二艺一 竺竺丝, 分畏

∀
5 泛留

,

� ∃
,

 欠男罗十
Ι :仁∃

,  ! 一泛形
“

� ∃
,  !

,

男 二叶
生》� ∃

,  ! ∀ 9
沙.

,

� ∃ ! 吞.
产

� ∃ !

� 7 ϑ!

无穷多个守恒定律 � 7 Φ ! 的存在
,

加深了规范理论和有 ∃(% ΚΛ(Μ 解的非线性标量场理

论之间的类比
,

作者感谢戴元本同志有益的讨论
,
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∋  ∗  & .& − &5 , %α − ∃ ∋ #& − / . %& 0 5 α ./ ∋ #& − & %

,/ − Κ
·

5 #.. ∀ %#∗ . φ ∗ ϑ α / ∋ #& − ∀

γ Η , 2 − Κ
一
)且(

9#性
)艺￡才肠艺Α 2

η ∋=
Α
2? 时‘阅乙 += 梦Χ初

4

/她 Θ Α 俄比‘。 ∀￡。‘Σ 7 :

∀ι7? ι(; 8 η即> 比Α (; 忱罗73 为? > 73( )>
勺η 8 7 Η 8 Α η(Α3由

,

ϕ Α ? Αη2 ? > Η 37ι Α ι= Α Ακ Η 7 <

ι(2;)
2 η > 2ι(

2 ; η2 ? 8 7叫护 η( Α3 Θ )

—
)2 Η?

ΑΑ 3Α)) , 7 ; 8
一

5 (33) Ακ Η 7 ι(2 ; )

一
7 ) ηΗ;

Α ι(2 ; 7 3
<

Θ( ηηΑ ? Α; 幼愚6 Α κ Η 7ι( 叻
∴ &η ι= Α = 2 32 ; 2 > ! ηΗ ; Αι(2 ; 73 9叹

4

Α
4 ,

ι= Α +=脚 η7Α ι2 ? ) 2 η Α32 )ΑΘ

32 2 +) :
4

% ? 2 > ι= 映
Α κ Η 7ι(

2
、 ϕ Α Θ Α ? (Δ Α 7 ) Αι 2η (; η(; (ιΑ ; 坦叻 Α? 2 η Α 2

2 ?Δ 7ι (2 ;

37邢 (; ι=Α ηΗ ; Α ι(2 ; 73
一

Θ( ηηΑ? Α; ι( 73 介2> η2 ? ι= Α 8 7Η 8 Α ι= Α2 ?

(Α) (; 7

ιϕ
2 一 Θ( >Α 朋(2 ; 7 3

)+7 ΑΑ 一

ι(> Α
4


