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高 能 朝 后 势 散 射

姜焕 清 李扬 国
<中国科学院高能物理研究所=

摘 要

在忽略格林算子 中的横向动量转移情况下
,

得到了一个描述高能朝后散射

较简单的近似公式
>

并举例把近似解和精确解作了比较
>

一
、

引 言

高能粒子在势场中的散射已经有了多年的研究
,

玻恩近似
、

? ≅ Α 方法以及 +Β Χ5Δ 5 6近

似方法都是描述势散射的有用的近似方法
>

然而
,

所有这些近似方法都只在小角度给出

较精确的结果
,

在后半球的散射
,

偏离便较大
>

近年来
,

许多人进一步考虑了 +Β Χ5 ΔΕ 6展开

的各种修正 Φ , � ,

力图使它能用来近似描述大角度散射
,

但这也只能使适用的范围稍加扩

大
‘, ,
或者变化不大

 Γ, ,

∗ : Ε ; :5 Δ 7 6和 (8Η ΙΧ
ϑ5 Δ 〔‘〕把 . 6Ε Κ :7 ;

近似的结果推广到相对论情况
,

在

小角度基本上仍是 .6 ΕΚ :7 ; 的结果
,

在大角度与精确解偏离更大Φ� 
>

) Λ7 Δ
和 % 55 ΜΧ 考虑了向后散射情况下

,

格林传播子中纵向动量转移的修正
,

提出了

处理高能朝后势散射的处理方法
〔�Ν ,

得到了较好的结果
>

但是
,

他们仍然忽略了一些可能

是重要的项目
,

本文将进一步讨论朝后势散射的近似处理方法
>

第二节给出公式推导
,

第

三节给出以高斯位阱为例的数值计算结果及与精确解的比较
,

最后作一些讨论
>

二
、

基 本 公 式

考虑质量为 9
、

初始动量为 ≅ 的粒子
,

受势场 Ο <; =散射
,

出射动量为 ≅
, ,

散射振幅

可写为<取 方Π ‘ Π  的单位=Θ

其中 Ρ Π ≅ 一 ≅
,

这里

Σ<Ρ = Π 一Τ 9 二�

Υ≅
‘

ς1 Ω≅ =
,

<6=

为动量转移
,

≅’ 一 ≅ 一 <Ξ 9 + =备
,

散射 1 矩阵满足李普曼
一
许温格方程

1 Π 4 Ψ 4 . Ο Π Ο 十 Ο Ζ 1
,

<� =

. Π Ζ Ψ Ζ Ο . ,
’

<Ξ Ε
=

Ζ [ <+ 一 尸�

∴ Ξ 9 Ψ 矛7 =一
‘

>

<Ξ:=

散射振幅可写为
Θ

了<Ρ = 一 了
,

一 Τ。二“

名 Υ≅’ Ω、<] Ο =
·

(≅ ⊥
,

<Γ =

了
。

为玻恩项
,

其中格林函数在坐标表象为

本文  ! ∀ # 年  月  ∀ 日收到
>
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一卜 <劲
’

ς
‘Γ“

7 泣
‘

_
·

<; , 一;
=

≅ Ξ

∴ Ξ9 一 ∃Ξ

∴ Ξ 9 Ψ Σ7
<Γ Ε =

在研究朝前散射时
,

动量转移很小
,

在高能情况下
,

常取 <ΓΕ = 的线性化近似
>

现在
,

为研

究朝后散射
,

我们先研究格林算子应取什么样的近似最合适
>

为此
,

作变换 ∃ 一 ≅ 十 八
,

则 护_ Π 少△
,

取 ≅ 方向为
之 轴

,

格林函数 Ζ <;’ 一 ;= 可以写为
Θ

。<·
’

一 ‘, 一

<劲
’

一
’

一
ς
‘Γ
△

7 Β△
‘

<; , 一;
》

≅ △ △己十 △ 

� 9

<Τ =

十 Β‘

因为 Ο <
]

=是缓慢变化的函数
, ≅ 足够大

,

在小角度散射的情况下
,

△是小量
,

所以可以略

去 Ζ <;’ 一 ;= 的被积函数的分母中的 △
�

项
,

这就是线性化的格林函数
,

用这种线性化的

格林函数得到的散射振幅
,

在小角度给出了很好的结果
>

在考虑朝后散射时
,

△上 的大小

与朝前散射差不多
,

是小量
,

而 △
二

不能再看成是小量
>

因此
,

在研究朝后散射时
,

我们可

以略去格林函数分母中的 △ 项
,

而必须保留 △
二

及 △三项
,

这样
,

我们就得到
Θ

Ζ <,

卜
Ζ 。<,

卜
一

<劲
’

一 Ω
‘Γ
△

7 Β△
‘

_

≅△
二

那

△弓
月⎯

一
Π 气 , α

<� =

其中 _ Π ;’ 一 ; ,

利用留数定理
,

取 ≅ 方向为
Η
轴

,

作出上述积分
,

则得 Θ

Ζβ <川 一 Ζβ Ψ <_ = 十 Ζβ χ <_ =,

这里
<α =

肠Ψ <_ ’

一誉
“’<。上 , # <。

·

, 。“‘
,

Ζβ 一<_ ’

一誉
“’<_ 6’α<一_

·

’一
‘≅ ”二

<∀ =

肠十
是表示沿

“
方向朝前传播的传播子

,

Ζβ χ
是表示沿

“
方向朝后传播的传播子

>

数近似写成 <α =式的形式
,

表示在这种情况下
,

粒子在某处与位场发生作用后
,

传播或者向后传播
,

而不向其他方向传播
>

利用 <α =式
,

则散射 1 矩阵可以形式上写为
Θ

1 一 Ο 十 Ο <Ζβ Ψ 十 Ζ 。χ =1

Π 1 <6= 十 1 <Γ= 十 1 <�= 十 八
·

其中

格林函

只是向前

<# =

1 <劝 Π

1 <Γ = Π

艺 万 <Ο 二一=
‘

<Ο Ζ 。Ψ =
”一‘

Ο ‘

” [ 0 δ [ 0

艺 艺 艺 名 Φ <Ο 二一=’ <Ο 二、 =
”

<Ο Ζ 。一 =
_

<Ο 。Ψ =口 Ο Ν
,

1<�
, 一 艺

∃ [ ( ε [ β

<Ο 肠一=’<Ο 肠Ψ =
”

<Ο 肠一=
_

<Ο 肠十 =ε<Ο 肠一 =
‘

<Ο 肠Ψ =走Ο
>

<! =
9 , 花‘ β

” , ∃
,

ε
,

([  

<ϑ= 式 1 的展开是按人射粒子在势场 Ο < , = 中回头反折次数来展开的
,

对朝前散射
,

1 <6= 只包括一直朝前项和反拆朝后再折向前的项
,

如讨论朝后散射
,

它只包括所有的一次

回头散射
,

即人射粒子与位场作用
,

一 次
,

一直保持朝前方向
,

第
,

一 十  次作用使
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粒子回头
,

再沿朝后方向与位场发生
‘

次作用
,

最后粒子沿着朝后方向飞出
>

1 ‘Γ= 是人射

粒子与位场作用
,

在朝后方向飞出前
,

在位场中往返回头三次的项
>

其他项类推
>

显然

1 ‘ = 项是主要的
,

我们现在仅取 1 ‘6= 项
>

把 1 ‘6= 代入 <6= 式
,

则得
Θ

、
、∴、、户凡少Δ2,

> ,�咭�几叨� 月� � !、∀#、!‘、#∃ % & 一 一 ∋ 二, (
艺 名犷

‘二 , ∃ % &
,

其中

利用 ∃ ) & 式可得 ∗
犷

‘”” ∃% & + ,−
’

.∃ / 0 。一 &
‘

∃ / 0 。十 &一
‘

/ .− &
�

了
∃一∃“, 一

∃1&
’

∃
一

剖
”

2
“3

一
/ ∃ 一 &

4 5一2卜
6 / ∃‘

, 一 , ⋯ 2二
一 工

‘二 / ∃ ‘
,

毛 & ·‘“二

几
‘一

/ ∃ ‘
,

一 &⋯ 26
‘∀·

,

7 ∃石
, · ,

&
�

下面我们讨论一下一些项的物理意义
∗

∃ 8& 当只取
, + 9 的项

,

∃  9& 式中只有 :尸 ∃叼 项
,

这就是熟知的玻恩近似的结果
,

#
。

∃% &
一婴 ∃

沙3 , 。‘。一。∃ , &
�

艺兀 夕
∃  3 &

∃ 88& 在 ∃  9& 式中
,

对各种可能的
”
求和

,

而只取
; + 9 的项

,

利用如下积分公式
,

2立
‘一 / ∃”

, 一 ,

;二
·

经过整理可得
∗

九‘一凳

22
“ ∀ ∗ < ∃占

, ∗ & .
”

一 = 万
。

/ ∃ >
, 二 ,

& 一

一
一

, ∃  ∋ &

, 。
� ,
尸婆 广

。 己二7。, , 二,

.
‘’犷。;

“ ‘ ’一 < ∃ >
· “。& ∃  ? &

在这里
, ; 一 。,

即没有朝后传播的传播子
,

粒子与位场发生作用一直朝前
,

这就是朝前势

散射的 ≅Α
ΒΧ> 5# 近似的结果

,

用它来考虑朝后散射时
,

即表示粒子一旦回头
,

便不再与位

场发生作用
�

∃ 888 & 在 ∃  9& 式中
,

对所有的
。
求和

,

而只取
; + Δ 和  ,

这就是资料 〔? 的朝后势散

射的结果
,

我们把它表示为 1ΕΦ
,

1Ε Φ ∃ % & + 九∃ % &
Γ �

,

Η

器 ;
‘3

一∗二
/ ∃一 &

一
4

2瓦
∀一 。∃乡

, · Ι

&一晋几
‘’“∃’一

。ϑ矛二
∗ �

∃  Κ &

这个结果的物理意义是
,

当人射粒子与位场发生
。
次作用时

,

或者是最后一次作用使

它回头向后
,

回头后不再与势场发生作用 1式刃
,

或者回头后再与势场发生一次作用
�

即

它在位场中大部分时间是向前传播
,

一旦回头
,

便很快离开势场
�

∃ 87 & 对 ∃  。& 中所有的
, , 了

求和
,

并利用公式

汁
,

1Β
,

〔
月

, , ,
’

、

Α ‘君Α
2 ‘君 ,

� ’ �

 ‘Λ ,

了戈方 ∗ , Λ 之
’ ‘ ’

Λ , 夕

∀ ∀ ∀ � 且 ∀ ∗ , 一8
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, , Θ �

⋯
Η ·

=

δ ∗

< ∀ =了Ξφ
Α∗

‘

(
δ

及公式 < Τ =
,

可以得到散射振幅
Θ

;<Ρ = 一 ;
。
Ψ

奥 ς
δ Γ , 。。‘二、。<

] 。

=
。
一‘≅ 二

Ξ叮入 δ

γ

η瓦
‘
一<‘

, ·该

=
·’“

’

一带“乙
‘

一ςΘ]
δ

一=
>

< # =

这个结果与 <ΒΒΒ = 的图象是不同的
,

在考虑朝后散射时
,

显然它仍是一次回头
,

但粒子回头

后
,

继续受势场的多次散射
,

然后再离开势场
>

因此它比 ΣΜ %
要更接近精确解

>

显然
,

在

小角度散射的情况下
,

由于 < �= 式第二项被积函数中包括很快振荡的因子
,

所以 九<Ρ =的

献是主要的
>

也就是说
,

一直朝前的散射是主要的
,

回头朝后再折回朝前的项目是不重要

贡的
>

而在朝后角度散射时
,

两项都是重要的
,

实际上它们都是一次回头项
>

由于 Σ式Ρ = 在

小角度能够给出与精确解接近的结果
,

而 < �= 式在小角度散射时又近似为 Σ武Ρ=
,

所以
,

<  # = 式无论在小角度或  # β 。

附近都应该比较更接近精确解
>

下面进一步讨论在  # β “ 附近的朝后散射
,

这种情况下
,

≅’ 、 一 ≅
,

< � = 式可写为
Θ

二
<一<Ρ = ·

<会=
’

<
一

晋=
”

Ω
‘�‘

一
‘

二
χ δ一。<,

一=
Ω瓦

‘

一 η二
χ ,

‘二 Ο <‘
,

二 ,

一
几
“
一

Ο <‘
,

一= ⋯ ς(“
二 Ο ‘,

,

二=
·

月‘

6
Μ产

6
∀

利用 ∃  ) & 式及 ∃  ∋ & 式
,

完成 ∃  9& 中对
, , ∗ 的求和

,

整理后可得
∗

1∃ % &
一婴2∀

Ν右

一 2
’ 了二 < ∃ , , 。

&
。ϑ了二

。一

守2∗
·‘·,

一之兀 夕 ∀ 一ΕΔ

考虑到 %
二

、 Ν− ,

上式可以近似写为
∗

+ ∗ Ο
些 1

之 ∀ ∗ , 。‘,
, ∗ , 、

#∃% & 、 一子 .= 3 # 5 ‘“
‘

·

/ ∃
#
&

5 − ’一
‘) 艺 口

∃  Π &

∃ ϑ 9 &

∃ ϑ  &

这是我们考虑  Θ 9
“

附近散射的最后结果
�

有意思的是这个结果与 ≅Α
ΒΧ> 5# 近似的结果

在形式上是一样的
,

只是粒子得到的相位移增加了一倍
,

它的物理意义是
,

人射粒子沿着

直线穿过位场
,

经受一个相位移
,

这个相位移是与它所经过的道路有关的
,

当反回相反方

向时
,

它又经受一个同样的相位移
,

这相当于两次扭曲
�

三
、

数值结果及讨论

∃ ϑ . & 式是一个四重积分
,

为了计算上的简便
,

我们取高斯型位场进行计算
,

即取

< ∃
#
& + 一 < Δ 5

一
’Ρ> , Η 二

”
�

∃ ϑ ϑ &

对于高斯势
,

可以把对碰撞参数 > 的积分分离出来
,

并可解析地积出
�

为此
,

将 ∃ ϑ  & 式改

写为
∗

, ∃ % &
一 粤夕生 ∃一丝丫2

∀ Ν丢∀ ∗ 。 !。
·

#

。∃ 云
, 二& Σ

, �

Ν , 二艺花汀 ; Τ − ! ∀
Γ Γ Γ ∃ ϑ 3 &
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其中
ι 一

Ω二
。 “·

‘

Ο <‘二
‘

,
·

<� Γ Ε
=

将 <� � = 式代人 <� Γ =
,

并对 φ Ξ占积分
,

整理后得
Θ

9 /
。

令 了Σ9 /
。

ϕ
”

阴
, 一

丽 么 、不犷∴
 

<
, Ψ 6= η

7 Τ吸” Ψ  =。�

ς二
。 φ

一
’·

坏‘⋯ +
·

<
·,

,

<’‘,

其中
Θ
闭 一

ς二一
“‘ <� Τ Ε=

我们用 <� Τ = 式计算  # β
。

一

附近的微分截面
,

下面给出两组参数的计算结果
,

一组相应于质

心系能量为  “ κ74 的 。
嘴 散射

,

取 4 。

Π Τ >α κ74
,

,

夕 Π  加
一 , ,

同时
,

我们也用分波法
。

厂

一
、 、 丫 ]

⎯
⎯

作严格解
>

这些结果都一并画在图  中
>

另一组参数相应于质心系能量为 Γ �β κ7Ο 的

∃一∃ 散射
,

取 4 。
’

Π αβ κ 74 , 召 Π  
>

� ΛΕ
一‘,

计算结果连同精确解都一并画在图 � 中
>

为了

与资料〔�Ν 作比较
,

我们也用上述位阱计算了 Σ
‘

试Ρ =
,

得到的  # β
“

附近的微分截面也分别

画在两个图中
>

从它们与精确解的比较可见
,

我们的结果比资料 汇刘 的公式有改进
,

前一

组参数在 ‘#”。 可改进 ”“矛
,

后一组参数有哀大的改进
·

叮 <夕=

< 9 : =

口 <# =

< 9 : =
>

精确解

‘卜8λ卜(37ϑ77677λ厂6λλ
咔扣才乃α门了−
Μ

 9 9切 9
Γ

 9

精确解

、、

、、
Ο Ο

’ “、
‘

”
‘

一

∗ �)�愕答
∗ 二

丫一塑竺兰
Ο

Ρ卜。 和 Φ ΔΔΕ Υ 公式的结果 Ρ卜。 和 Φ吐Υ 公式的结果

夕
ςΩ:Ξ�内八“了Κ99Δ图

目ΒςΑΑΨ

应该指出
,

公式 ∃ ϑ 3 & 中
, + Δ 和  的项与资料 Ζ ? 的相应项是一样的

,

但
ς
大于  

的项就不同了
, 。
越大

,

两者的结果偏离越大
,

在所选用的参数的情况下
, 。
要取 Θ 才收

敛
,

可见
,

我们的结果有重要改进是自然的
�

ς + 9 的项是玻恩项
,

若取玻恩近似
,

其截面

与严格解在  Θ9
“

将有好几个量级的差别
,

例如
,

第一组参数的情况下
,

玻恩微分截面随角

度增加而下降很快
,

在  3 9
。

附近
,

截面就已下降到  9 一 9 ( >
�

≅Α
ΒΧ> 5# 近似的截面在  Θ 9 “

与精确解的偏离也比我们的大的多
�

最后
,

朝后势散射的近似处理方法与选取位阱的形状也有很大的关系
�

Ρ [5ς Ζ?∴ 等选

取了指数位阱
,

在他们所取的近似下
,

计算结果与精确解比较接近
,

我们的近似结果比

Ε [5 ς
等有进一步的改进

,

如果选取指数位或汤川位
,

相信会与精确解更接近
�

]Χ0 Β# 和
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Α6 ΕΔ Χ7 Δ: 7Μ 67; Φ8 以及 ? Ε66 ΕΜ 78Η ,
等人曾分析 几种位阱在大角度处

, + ΒΧ 5Δ Ε6 类型的近似解

与精确解的偏离情况
,

发现
,

对于在动量空间随动量变化较缓慢的位势
,

如汤川位
、

指数

位
,

他们所取的 +Β Χ5 ΔΕ 6 近似计算结果与精确解相比
,

在大角度的偏离比用高斯位要小得

多
>

因为高斯位在动量空间也是高斯型 4 <妇 一 一 Ο5
7 一八

’,

随动量的增大而下降很快
,

因此
,

也使大动量转移 <即大角度= 处 +Β Χ 5Δ φ 近似与精确解有大的偏离
>

这样
,

我们相

信
,

用汤川位或指数位
,

用 <�  =式的计算结果会很接近精确解
>

从上面的分析
,

在处理朝后势散射中
,

<�  = 式是一个较好的近似
>

我们只忽略了横

向动量转移对格林函数的影响和多次往反回头的项
,

而把一次回头的项全部要了
,

因此
,

比 〔� 的结果有更大的改进
>

我们的结果在形式上简单
,

计算上也还方便
>

在推广用于

高能粒子与复杂粒子系统的朝后散射时
,

也许比前人有些改进
>
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