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(Ṽ)

JPC = 0++ 1+− 2++ ṼṼ
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Abstract: We introduce a relative P-wave to construct the vector doubly-charm diquark  , therefore, the scalar
and  tensor  four-quark  currents  to  investigate  the  decay  widths  of  the  fully-charm  tetraquark  states  with  the

,   and   via the QCD sum rules. We observe that the total width of the ground state  -type scalar
tetraquark state is compatible with that of the   within the uncertainties, and the branching ratios are quite dif-
ferent from that of the first radial excitation of the  -type scalar tetraquark state. Other predictions can be verified
in the future experiments to shed light on the nature of the fully-charm tetraquark states.

Keywords: Fully-charm tetraquark states, QCD sum rules

DOI:         CSTR:

 

I.  INTRODUCTION

X(6900)
J/ψ
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Recently,  the fully heavy hadrons become a research
hot-spot  in  high  energy  physics,  while  the  first  fully-
heavy  tetraquark  candidates  were  reported  by  the  LHCb
collaboration  in  2020  [1]. The  LHCb  collaboration   ob-
served  a  narrow structure    and  a  broad  structure
above the di-   threshold ranging from 6.2 to 6.8 GeV
in the   invariant mass spectrum using the proton-
proton collision data at  ,   and  , which cor-
responds to an integrated luminosity of   [1].

X(6900)
J/ψJ/ψ J/ψψ′ √

s = 13TeV
140fb−1

Subsequently,  the  ATLAS  collaboration  confirmed
the    and  observed  several  resonances  (R)  in  the

  and    invariant  mass  spectra  based  on  the
proton-proton  collision  data  at    correspond-
ing  to  an  integrated  luminosity  of    in  2023  [2].
The  fitted  Breit-Wigner  masses  and  widths  are  given  as
follows, 

R0 : M = 6.41±0.08+0.08
−0.03 GeV , Γ = 0.59±0.35+0.12

−0.20 GeV ,

R1 : M = 6.63±0.05+0.08
−0.01 GeV , Γ = 0.35±0.11+0.11

−0.04 GeV ,

R2 : M = 6.86±0.03+0.01
−0.02 GeV , Γ = 0.11±0.05+0.02

−0.01 GeV ,
(1)

or 

R0 : M = 6.65±0.02+0.03
−0.02 GeV , Γ = 0.44±0.05+0.06

−0.05 GeV ,

R2 : M = 6.91±0.01±0.01 GeV , Γ = 0.15±0.03±0.01 GeV ,
(2)

J/ψin the di-  mass spectrum, and
 

R3 : M = 7.22±0.03+0.01
−0.04 GeV , Γ = 0.09±0.06+0.06

−0.05 GeV ,
(3)

or
 

R3 : M = 6.96±0.05±0.03 GeV , Γ = 0.51±0.17+0.11
−0.10 GeV ,

(4)

J/ψψ′in the   mass spectrum.

J/ψJ/ψ

√
s = 13TeV

135fb−1

In  the  same  year,  the  CMS collaboration  studied  the
 invariant mass spectrum produced in the proton-

proton  collisions  at  center-of-mass  energy  of
, which  corresponds  to  an  integrated   lumin-

osity  of    [3].  In  this  study,  they  observed  three
resonant  structures  with  the  fitted  Breit-Wigner  masses
and widths of
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R1 : M = 6552±10±12 MeV , Γ = 124+32
−26±33 MeV ,

R2 : M = 6927±9±4 MeV , Γ = 122+24
−21±18 MeV ,

R3 : M = 7287+20
−18±5 MeV , Γ = 95+59

−40±19 MeV ,

(5)

6.5 9.4 4.1and local  significance  of  ,    and    standard devi-
ations, respectively.

JPCThe  quantum  numbers    of  those  newly  observed
resonances have not been determined until now and their
inner structures are still under hot debate. On the theoret-
ical side, the fully-charm tetraquark states were investig-
ated  by  several  phenomenological  approaches,  such  as
the  potential  quark  model  [4−18],  the  QCD  sum  rules
[19−31], the lattice QCD [32], the dynamical rescattering
mechanism  [33],  the  Bethe-Salpeter  (BS)  equation  [34],
and  the  coupled-channel  final  state  interactions  [35−37].
Nevertheless, none  of  them  can  explain  all  the   reson-
ances  consistently  and  we  still  need  more  experimental
data to figure out the nature of the fully-charm tetraquark
states unambiguously.

εi jkQT
j CγµQk (A)
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In our  previous  studies,  we  studied  the  mass   spec-
trum of  the  ground  state  and  first  radial  excited   tetra-
quark  states  (which  are  constructed  by  the  axialvector
diquarks    )  with  the  spin-parity-charge-
conjugation  ,  ,    and    [19,  21,  22].  In
Ref.[26],  we  considered  the  updated  experimental  data
and  re-studied  the  mass  spectrum  of  the  ground,  first,
second and third radial excited  -type fully-charm tetra-
quark  states  with  the  spin-parity-charge-conjugation

,    and  .  Subsequently,  we  extended  this
work  to  explore  the  strong  decays  of  the  ground  states
and first radial excited tetraquark states via the QCD sum
rules [29].  Combined with the masses and decay widths,
we can come to a conclusion that the   can be as-
signed as the first  radial excitation of the  -type scalar
tetraquark state.

εi jkQT
j Cγ5

↔
∂µQk

(Ṽ) ṼṼ
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In  Ref.[23],  we introduced a  relative  P-wave to  con-
struct  the  doubly-charm  vector  diquarks 

  and  constructed  the  -type  tetraquark  currents  to
study the mass spectrum of the ground state fully-charm
tetraquark  states  with  the  spin-parity-charge-conjugation

,    and   via the  QCD sum rules.  The  nu-
merical results indicate that the ground state  -type tet-
raquark  states  and  the  first  radial  excited  -type  tetra-
quark states have almost degenerated masses.

ṼṼ

As the  assignments  by  the  masses  alone  are   impre-
cise, in the present work, we explore the decay widths of
the  scalar,  axialvector  and  tensor  -type  tetraquark
states  in  the  framework  of  the  QCD  sum  rules,  which
works  well  in  several  works  on  the  hadronic  coupling
constants  and  decay  widths  [38−45],  and  make  more
credible assignments based on the masses and widths to-
gether  to  diagnose  the  nature  of  the  fully-charm  tetra-
quark states.

ṼṼ
The  article  is  organized  as  follows:  in  Section  2,  we

obtain  the  hadronic  coupling  constants  of  the  -type
tetraquark  states  for  seven  decay  channels;  in  Section  3,
we make reasonable discussions for the numerical results;
and  finally,  the  conclusion  of  this  study  is  presented  in
Section 4. 

II.  QCD SUM RULES FOR THE HADRONIC
COUPLING CONSTANTS

The  fully-charm  interpolating  currents  with  two  P-
waves are constructed as, 

J0(x) =εi jkεimncT
j (x)Cγ5

↔
∂αck(x)c̄m(x)

↔
∂βγ5Cc̄T

n (x)gαβ ,

J1
αβ(x) =εi jkεimn

¶
cT

j (x)Cγ5

↔
∂αck(x)c̄m(x)

↔
∂βγ5Cc̄T

n (x)

− cT
j (x)Cγ5

↔
∂βck(x)c̄m(x)

↔
∂αγ5Cc̄T

n (x)
©
,

J2
αβ(x) =εi jkεimn

¶
cT

j (x)Cγ5

↔
∂αck(x)c̄m(x)

↔
∂βγ5Cc̄T

n (x)

+ cT
j (x)Cγ5

↔
∂βck(x)c̄m(x)

↔
∂αγ5Cc̄T

n (x)
©
, (6)

where the i, j, k, m and n are color indexes [23], and the
currents, 

Jηc (x) =c̄(x)iγ5c(x) ,

JJ/ψ
α (x) =c̄(x)γαc(x) ,

Jχc
α (x) =c̄(x)γαγ5c(x) ,

Jhc
αβ(x) =c̄(x)σαβc(x) , (7)

ηc J/ψ χc1 hcinterpolate  the conventional  mesons  ,  ,   and  ,
respectively.

Based  on  above  currents,  we  adopt  the  three-point
correlation functions, 

Π1(p,q) =i2
∫

d4xd4yeip·xeiq·y⟨0|T
{

Jηc (x)Jηc (y)J0†(0)
}
|0⟩ ,

Π2
αβ(p,q) =i2

∫
d4xd4yeip·xeiq·y⟨0|T

¶
JJ/ψ
α (x)JJ/ψ

β (y)J0†(0)
©
|0⟩ ,

Π3
α(p,q) =i2

∫
d4xd4yeip·xeiq·y⟨0|T

{
Jχc
α (x)Jηc (y)J0†(0)

}
|0⟩ ,

(8)

 

Π4
µαβ(p,q) =i2

∫
d4xd4yeip·xeiq·y⟨0|T

{
JJ/ψ
µ (x)Jηc (y)J1†

αβ(0)
}
|0⟩ ,

Π5
µναβ(p,q) =i2

∫
d4xd4yeip·xeiq·y⟨0|T

{
Jhc
µν(x)Jηc (y)J1†

αβ(0)
}
|0⟩ ,

(9)
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Π6
αβ(p,q) = i2

∫
d4xd4yeip·xeiq·y⟨0|T

{
Jηc (x)Jηc (y)J2†

αβ(0)
}
|0⟩ ,

Π7
µναβ(p,q) = i2

∫
d4xd4yeip·xeiq·y⟨0|T

{
JJ/ψ
µ (x)JJ/ψ

ν (y)J2†
αβ(0)

}
|0⟩ ,

(10)

to  study  the  hadronic  coupling  constants,  and  therefore
the widths of the decay channels,
 

X0→ ηc+ηc ,

X0→ J/ψ+ J/ψ,

X0→ χc+ηc ,

X1→ J/ψ+ηc ,

X1→ hc+ηc ,

X2→ ηc+ηc ,

X2→ J/ψ+ J/ψ, (11)

0 1 2where the subscripts denote the spins  ,   and  , respect-
ively. In the present work, we choose the supposed dom-
inant decays, which take place through the Okubo-Zweig-
Iizuka  super-allowed  fall-apart  mechanism,  and  ignore
the tiny contributions of the other non-dominant (Okubo-
Zweig-Iizuka suppressed) decays approximately,  such as

X0→ DD̄ D∗D̄∗

cc̄ qq̄
the decays   or  , which can occur by anni-
hilating a   pair and creating a   pair.

In the next step, we insert complete sets of intermedi-
ate hadronic states with the same quantum numbers as the
currents into  the  hadron  side  of  those  correlation   func-
tions [46, 47], and write down the explicit expressions of
the ground  state  contributions  (isolated  in  the  charmoni-
um channels),
 

Π1(p,q) =
λX0 f 2

ηc
m4
ηc

GX0ηcηc

4m2
c(m2

X0
− p′2)(m2

ηc
− p2)(m2

ηc
−q2)

+ · · · ,

=Π1(p′2, p2,q2)+ · · · ,
(12)

 

Π2
αβ(p,q) =

λX0 f 2
J/ψm2

J/ψGX0 J/ψJ/ψ

(m2
X0
− p′2)(m2

J/ψ− p2)(m2
J/ψ−q2)

gαβ+ · · · ,

=Π2(p′2, p2,q2)gαβ+ · · · ,
(13)

 

Π3
α(p,q) =−

λX0 fχc mχc fηc m
2
ηc

GX0χcηc

2mc(m2
X0
− p′2)(m2

χc
− p2)(m2

ηc
−q2)

iqα+ · · · ,

=Π3(p′2, p2,q2) (−iqα)+ · · · ,
(14)

 

Pαβα′β′

A (p′)ϵα′β′µτ pτΠ4
µαβ(p,q) = Π̃4(p′2, p2,q2)

(
p2+ p ·q

)
, (15)

 

Π4(p′2, p2,q2) = Π̃4(p′2, p2,q2) p2 ,=
λX1 fJ/ψm3

J/ψ fηc m
2
ηc

GX1 J/ψηc

2mcmX1 (m2
X1
− p′2)(m2

J/ψ− p2)(m2
ηc
−q2)

+ · · · , (16)

 

Pµνµ′ν′

A (p)Pαβα′β′

A (p′)ϵµ′ν′α′β′Π5
µναβ(p,q) = i Π̃5(p′2, p2,q2)

(
−p2q2+ (p ·q)2

)
p ·q , (17)

 

Π5(p′2, p2,q2) = Π̃5(p′2, p2,q2) p2q2 p ·q ,=
λX1 fhc m

2
hc

fηc m
4
ηc

GX1hcηc

9mcmX1 (m2
X1
− p′2)(m2

hc
− p2)(m2

ηc
−q2)

p ·q+ · · · , (18)

 

Π6
αβ(p,q) = −

λX2 f 2
ηc

m4
ηc

(m2
X2
−m2

ηc
)GX2ηcηc

6m2
cm2

X2
(m2

X2
− p′2)(m2

ηc
− p2)(m2

ηc
−q2)

pαqβ p ·q+ · · · ,= Π6(p′2, p2,q2)
(
−pαqβ

)
p ·q+ · · · , (19)

 

Π7
µναβ(p,q) = −

λX2 f 2
J/ψm2

J/ψGX2 J/ψJ/ψ

2(m2
X2
− p′2)(m2

J/ψ− p2)(m2
J/ψ−q2)

(
gµαgνβ+gµβgνα

)
+ · · · ,= Π7(p′2, p2,q2)

(
−gµαgνβ−gµβgνα

)
+ · · · , (20)
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where the projector 

Pµναβ
A (p) =

1
6

Å
gµα− pµpα

p2

ãÅ
gνβ− pνpβ

p2

ã
. (21)

The decay constants or pole residues are defined by, 

⟨0|Jηc (0)|ηc(p)⟩ =
fηc m

2
ηc

2mc
,

⟨0|JJ/ψ
µ (0)|J/ψ(p)⟩ = fJ/ψmJ/ψ ξµ ,

⟨0|Jhc
µν(0)|hc(p)⟩ = fhcϵµναβ pαξβ ,

⟨0|Jχc
µ (0)|χc(p)⟩ = fχc mχc ζµ , (22)

 

⟨0|J0(0)|X0(p)⟩ =λX0 ,

⟨0|J1
µν(0)|X1(p)⟩ =λ̃X1 ϵµναβ ε

αpβ ,

⟨0|J2
µν(0)|X2(p)⟩ =λX2 εµν , (23)

λ̃X1 mX1 = λX1 ,  and  the  hadronic  coupling  constants  are
defined by, 

⟨ηc(p)ηc(q)|X0(p′)⟩ =iGX0ηcηc ,

⟨J/ψ(p)J/ψ(q)|X0(p′)⟩ =iξ∗ · ξ∗GX0 J/ψJ/ψ ,

⟨χc(p)ηc(q)|X0(p′)⟩ =− ζ∗ ·qGX0χcηc , (24)

 

⟨J/ψ(p)ηc(q)|X1(p′)⟩ =iξ∗ ·εGX1 J/ψηc ,

⟨hc(p)ηc(q)|X1(p′)⟩ =ϵλτρσpλξ∗τ p′ρεσ p ·qGX1hcηc ,

(25)

 

⟨ηc(p)ηc(q)|X2(p′)⟩ =− iεµνpµqν p ·qGX2ηcηc ,

⟨J/ψ(p)J/ψ(q)|X2(p′)⟩ =− iεαβξ∗αξ
∗
βGX2 J/ψJ/ψ , (26)

ξµ ζµ εµ εµν

Jhc
αβ(x) J1

αβ(x)

JPC = 1+− 1−

Pµναβ
A (p) JPC = 1+−

where the  ,  ,   and   denote the polarization vec-
tors  of  the  corresponding  charmonium  or  tetraquark
states.  As  the  currents    and    couple  poten-
tially to the charmonia/tetraquarks with both the quantum
numbers    and  ,  we  introduce  the  projector

 to project out the states with the   [23],
and we would like to give some explanations in the Ap-
pendix.

At the hadron side, there exists a factor, 

1
m2
ηc
−q2

or
1

m2
J/ψ−q2

, (27)

Πi(p′2, p2,q2) i = 1−7in  the  components    with  ,  while  at
the QCD side, we would obtain a pole term, 

1
u−q2

, (28)

u ≥ 4m2
c m2

ηc
→ 0

m2
J/ψ→ 0 u→ 0

q2→ 0

with  .  If  we  could  take  the  chiral  limit  ,
 and  , we expect to match the hadron side

with  the  QCD side  in  the  limit   with  respect  to  a
pole, 

1
q2
, (29)

j5(x) = ū(x)iγ5u(x)− d̄(x)iγ5d(x)
π(1300)

ηc J/ψ η′c ψ′

at  both  sides,  therefore  we  could  only  retain  the  ground
state contribution as a good approximation. In the case of
the  current  ,  the  ground
state and first radial excitation are the π and  , re-
spectively, the energy gap is very large, we could take the
chiral limit and neglect the excited states, see Sect.5.3 in
Ref.[47]. However, in the present case, the masses of the
,  ,   and   are of the same order, we cannot take

the chiral limit, and have to resort other trick to match the
two sides.

ρH(s′, s,u)
It  is  straightforward  to  obtain  the  hadronic  spectral

densities   through triple dispersion relation, 

ΠH(p′2, p2,q2) =
∫ ∞

16m2
c

ds′
∫ ∞

4m2
c

ds
∫ ∞

4m2
c

du

× ρH(s′, s,u)
(s′− p′2)(s− p2)(u−q2)

, (30)

where 

ρH(s′, s,u) = lim
ϵ3→0

lim
ϵ2→0

lim
ϵ1→0

× Ims′ Ims ImuΠH(s′+ iϵ3, s+ iϵ2,u+ iϵ1)
π3

, (31)

J0(x) J1
αβ(x) J2

αβ(x)

p′

p′ = p+q
p′2 p2 q2

p′2 p2 q2

and the subscript H stands for the hadron side. According
the  discussions  in  Refs.[48,  49],  the  four-quark  currents

,   and   are local currents, and couple po-
tentially to the tetraquark states, not the two-meson scat-
tering states. Although the variables  , p and q obey con-
servation  of  the  momentum  ,  we  can  obtain  a
nonzero imaginary part for all the variables  ,   and 
by taking the  ,   and   as free parameters to determ-
ine the spectral densities.

Πi(p′2, p2,q2) i = 1−7

At the QCD side, we contract all the quark fields with
the  Wick's  theorem and  take  account  of  the  perturbative
terms and gluon condensate contributions in the operator
product  expansion,  as  the  three-gluon condensate  contri-
butions  are  depressed  by  additional  inverse  powers  of
Borel parameters  and  play  a  tiny  role.  Then  we  can  ob-
tain  the  QCD  spectral  densities  of  the  components

 with    through double dispersion re-
lation directly, 
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ΠQCD(p′2, p2,q2) =
∫ ∞

4m2
c

ds
∫ ∞

4m2
c

du
ρQCD(p′2, s,u)
(s− p2)(u−q2)

, (32)

as 

limϵ→0ImΠQCD(s′+ iϵ3, p2,q2) = 0 , (33)

Naively, we expect to obtain the triple dispersion relation, 

ΠQCD(p′2, p2,q2) =
∫ ∞

16m2
c

ds′
∫ ∞

4m2
c

ds
∫ ∞

4m2
c

du

× ρQCD(s′, s,u)
(s′− p′2)(s− p2)(u−q2)

, (34)

ΠH(p′2, p2,q2) =
ΠQCD(p′2, p2,q2)
to  match  with  the  hadron  side, 

, see Eq.(30).
The triple dispersion relation in Eq.(30) at the hadron

side  cannot  match  with  the  double  dispersion  relation  in
Eq.(32) at the QCD side, therefore we have to match the
hadron side  with  the  QCD  side  of  the  correlation   func-
tions according to the rigorous quark-hadron duality sug-
gested in Refs.[38, 39],  ∫ s0

4m2
c

ds
∫ u0

4m2
c

du

ñ∫ ∞

16m2
c

ds′
ρH(s′, s,u)

(s′− p′2)(s− p2)(u−q2)

ô
=

∫ s0

4m2
c

ds
∫ u0

4m2
c

du
ρQCD(s,u)

(s− p2)(u−q2)
, (35)

ds′

s′

Ci i = 1−7

s′

and accomplish the integral over   firstly at the hadron
side.  As  the  higher  resonances  and  continuum  states  in
the   channels are unclear, letting alone their transitions
to  the  ground  state  meson  pairs,  we  introduce  the  free
parameters   with   to stand for the contributions
concerning the higher resonances and continuum states in
the   channel. For example, 

C1 =

∫ ∞

s′0

ds′
ρ̃H(s′,m2

ηc
,m2

ηc
)

s′− p′2
, (36)

ρH(s′,m2
ηc
,m2

ηc
) = ρ̃H(s′, s,u)δ(s−m2

ηc
)δ(u−m2

ηc
)where  .  We

suggest  such  a  scheme  in  Refs.[38,  39]  as  a  conjecture,
direct applications indicate such a scheme works well.

Afterwards, we would like to present the hadron rep-
resentations clearly, 

Π1(p′2, p2,q2) =
λX0 f 2

ηc
m4
ηc

GX0ηcηc

4m2
c(m2

X0
− p′2)(m2

ηc
− p2)(m2

ηc
−q2)

+
C1

(m2
ηc
− p2)(m2

ηc
−q2)

,

(37)
 

Π2(p′2, p2,q2) =
λX0 f 2

J/ψm2
J/ψGX0 J/ψJ/ψ

(m2
X0
− p′2)(m2

J/ψ− p2)(m2
J/ψ−q2)

+
C2

(m2
J/ψ− p2)(m2

J/ψ−q2)
,

(38)

 

Π3(p′2, p2,q2) =
λX0 fχc mχc fηc m

2
ηc

GX0χcηc

2mc(m2
X0
− p′2)(m2

χc
− p2)(m2

ηc
−q2)

+
C3

(m2
χc
− p2)(m2

ηc
−q2)

,

(39)

 

Π4(p′2, p2,q2) =
λ̃X1 fJ/ψm3

J/ψ fηc m
2
ηc

GX1 J/ψηc

2mc(m2
X1
− p′2)(m2

J/ψ− p2)(m2
ηc
−q2)

+
C4

(m2
J/ψ− p2)(m2

ηc
−q2)

,

(40)

 

Π5(p′2, p2,q2) =
λ̃X1 fhc m

2
hc

fηc m
4
ηc

GX1hcηc

9mc(m2
X1
− p′2)(m2

hc
− p2)(m2

ηc
−q2)

+
C5

(m2
hc
− p2)(m2

ηc
−q2)

,

(41)

 

Π6(p′2, p2,q2) =
λX2 f 2

ηc
m4
ηc

(m2
X2
−m2

ηc
)GX2ηcηc

6m2
cm2

X2
(m2

X2
− p′2)(m2

ηc
− p2)(m2

ηc
−q2)

+
C6

(m2
ηc
− p2)(m2

ηc
−q2)

,

(42)

 

Π7(p′2, p2,q2) =
λX2 f 2

J/ψm2
J/ψGX2 J/ψJ/ψ

2(m2
X2
− p′2)(m2

J/ψ− p2)(m2
J/ψ−q2)

+
C7

(m2
J/ψ− p2)(m2

J/ψ−q2)
.

(43)

p′2 p′2 = αp2

s′ = m2
X0,1,2

s = m2
ηc ,J/ψ,χc ,hc

s′ = 4s
α = 1 ∼ 4

p′2 = (1 ∼ 4)p2

p′2 p2 q2

α = 2

The  variables    in  Eq.(35)  can  be  set  as  ,
where the α is a constant. According to the mass poles at

 and  , we can obtain an approxim-
ated relation  ,  therefore,  we can estimate that  it  is
reasonable to set   in the present work. It is just a
phenomenological  trick,  not  really  ,  as  the

,    and    are  free  parameters  after  performing  the
operator product expansion. In numerical calculations, we
obtain the optimal value    in all  the QCD sum rules
via trial  and error,  which is  consistent  with our previous
studies [29].
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P2 = −p2 Q2 = −q2

T 2
1 = T 2

2 = T 2

Then we perform double Borel transform in regard to
variables   and   and set the double Borel
parameters  as    to  expect  appearance  of  flat

Borel  platforms,  which is  one criterion of  the  QCD sum
rules. Finally,  we  get  seven  QCD  sum  rules,  as  an   ex-
ample,

 

λX0ηcηcGX0ηcηc

2(m̃2
X0
−m2

ηc
)

ñ
exp

Ç
−

m2
ηc

T 2

å
− exp

Ç
−

m̃2
X0

T 2

åô
exp

Ç
−

m2
ηc

T 2

å
+C1 exp

Ç
−

2m2
ηc

T 2

å
=− 3

64π4

∫ s0
ηc

4m2
c

ds
∫ s0

ηc

4m2
c

du su(s+u−4m2
c)

 
1− 4m2

c

s

…
1− 4m2

c

u
exp

(
− s+u

T 2

)
+

m2
c

144π2
⟨αsGG

π
⟩
∫ s0

ηc

4m2
c

ds
∫ s0

ηc

4m2
c

du

…
1− 4m2

c

u
exp

(
− s+u

T 2

)
s
[
−6s3u+ sm2

c(−3s2+58su+36u2)+8m4
c(4s2−23su−9u2)+m6

c(180u−68s)
]»

s
(

s−4m2
c

)
5

+
1

576π2
⟨αsGG

π
⟩
∫ s0

ηc

4m2
c

ds
∫ s0

ηc

4m2
c

duexp
(
− s+u

T 2

)
−27su(s+u)+4m2

c(7s2+36su+7u2)−32m4
c(s+u)−112m6

c»
s
(

s−4m2
c

)»
u
(
u−4m2

c

)
− 1

16π2
⟨αsGG

π
⟩
∫ s0

ηc

4m2
c

ds
∫ s0

ηc

4m2
c

du
(s−m2

c)
[
s2−2m2

c(3s+u)+8m4
c

]»
s
(

s−4m2
c

)
3

»
u
(
u−4m2

c

)
exp

(
− s+u

T 2

)
,

(44)

where the notation is defined by, 

λX0ηcηc =
λX0 f 2

ηc
m4
ηc

4m2
c

. (45)

Ci

s = 4m2
c u = 4m2

c

s−4m2
c u−4m2

c

s−4m2
c → s−4m2

c +∆
2

u−4m2
c → u−4m2

c +∆
2 ∆2 = m2

c

We neglect  the  other  six  QCD sum rules  for   simpli-
city and readers can get them by contacting us via email.
In numerical calculations, we suppose the   as unknown
parameters  and search for  the suitable  values  in  order  to
obtain flat Borel platforms for the hadronic coupling con-
stants  via  trial  and error  [38−45].  It  is  just  a  assumption
and should be examined by the experimental  data  to  see
whether or not it is feasible. In details, there appear end-
point  divergences  at  the  thresholds    and 
by  the  factors    and    in  the  denominators.
The  routine  replacements    and

 with   are performed to reg-
ularize  the  divergences  due  to  the  tiny  contributions  of
the gluon condensates [29, 50, 51]. 

III.  NUMERICAL RESULTS AND DISCUSSIONS

⟨αsGG
π
⟩ = 0.012±0.004GeV4

MS mc(mc) = (1.275±0.025)GeV

At the  QCD  side,  we  take  the  standard  gluon   con-
densate   [46, 47, 52] and the

 mass    from  the  Particle
Data  Group  [53]. In  addition,  we  also  allow  for  the   en-

MSergy-scale dependence of the   mass, 

mc(µ) =mc(mc)
ï
αs(µ)
αs(mc)

ò 12
33−2n f

,

αs(µ) =
1

b0t

ñ
1− b1

b2
0

log t
t
+

b2
1(log2 t− log t−1)+b0b2

b4
0t2

ô
,

(46)

t = log
µ2

Λ2
b0 =

33−2n f

12π
b1 =

153−19n f

24π2

b2 =
2857− 5033

9
n f +

325
27

n2
f

128π3 Λ = 213MeV 296MeV

339MeV n f = 5 4 3

n f = 4

where  ,  ,  ,

,  ,    and

  for  the  flavors  ,    and  ,  respectively
[53].  In  the  present  work,  the  flavor  number  is  set  as

 to study the fully-charm tetraquark states.

mηc = 2.9834GeV mJ/ψ = 3.0969GeV mhc = 3.525GeV
mχc1 = 3.51067GeV
s0

hc
= (3.9GeV)2 s0

χc1
= (3.9GeV)2 s0

J/ψ = (3.6GeV)2 s0
ηc
=

(3.5GeV)2 fhc = 0.235GeV fJ/ψ = 0.418GeV fηc =

0.387GeV fχc1 = 0.338GeV mX0 = 6.52GeV
λX0 = 6.17×10−1 GeV5 mX1 = 6.57GeV λX1 = 5.17×
10−1 GeV5 mX2 = 6.60GeV λX2 = 7.95×10−1 GeV5

At  the  hadron  side,  the  parameters  are  taken  as
,  ,  ,
  from  the  Particle  Data  Group  [53],

,  ,  , 
,  ,  , 
  [54],    [55],  ,

,  , 
,  ,    from

the QCD sum rules [23].
Ci = 0At beginning, we set the free parameters as  , but
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Ci

we  cannot  obtain  any  stable  platform,  which  indicates
that  the  contributions  concerning  the  higher  resonances
and continuum states are considerable. Therefore, we try
to obtain stable platforms by varying the values of the un-
known parameters   via trial  and  error.  At  last,  we  ob-
tain the values, 

C1 =0.26T 2 GeV8 ,

C2 =0.0073T 2 GeV8 ,

C3 =0.034T 2 GeV7 ,

C4 =0.007T 2 GeV9 ,

C5 =0.0034T 2 GeV6 ,

C6 =0.0032T 2 GeV4 ,

C7 =0.007T 2 GeV8 , (47)

which could lead to the Borel platforms, 

T 2
X0ηcηc

=(3.0−4.0)GeV2 ,

T 2
X0 J/ψJ/ψ =(1.9−2.9)GeV2 ,

T 2
X0χcηc

=(3.2−4.2)GeV2 ,

T 2
X1 J/ψηc

=(3.8−4.8)GeV2 ,

T 2
X1hcηc

=(2.9−3.9)GeV2 ,

T 2
X2ηcηc

=(2.2−3.2)GeV2 ,

T 2
X2 J/ψJ/ψ =(2.4−3.4)GeV2 , (48)

X0ηcηc X0J/ψJ/ψ X0χcηc X1J/ψηc

X1hcηc X2ηcηc X2J/ψJ/ψ

T 2
max −T 2

min = 1GeV2

where the subscripts  ,  ,  ,  ,
,    and    denote  the  corresponding

channels (modes).  Therefore,  we  obtain  seven  flat   plat-
forms  with  uniform  intervals  ,  just
like  in  our  previous  works  [38−45],  where  the  max  and
min denote the maximum and minimum, respectively.

Before analyzing the numerical results, it is crucial to
establish the  uncertainties  of  the  hadronic  coupling   con-

X0→ J/ψ+ J/ψ
λX0 f 2

J/ψGX0 J/ψJ/ψ = λ̄X0 f̄ 2
J/ψḠX0 J/ψJ/ψ+δλX0 f 2

J/ψGX0 J/ψJ/ψ

C2 = C̄2+δC2

stants. The  uncertainties  not  only  originate  from the  de-
cay  constants  (or  pole  residues),  but  also  originate  from
the parameters at the QCD side, we should avoid overes-
timating the  uncertainties.  In  details,  the  uncertainties  of
the channel  , for example, are presented as

,
, 

δλX0 f 2
J/ψGX0 J/ψJ/ψ =λ̄X0 f̄ 2

J/ψḠX0 J/ψJ/ψ

×
Å

2
δ fJ/ψ

f̄J/ψ
+
δλX0

λ̄X0

+
δGX0 J/ψJ/ψ

ḠX0 J/ψJ/ψ

ã
, (49)

¯
δC2 = 0

δ fJ/ψ

f̄J/ψ
=
δλX0

λ̄X0

=
δGX0 J/ψJ/ψ

ḠXJ/ψJ/ψ

where the short overline   denotes the central value. Then
we  approximately  set    and

  to  get  the  uncertainties  of  the
hadronic coupling constants.

Finally, we  obtain  the  values  of  the  hadronic   coup-
ling constants, 

GX0ηcηc =7.49+3.59
−3.67 GeV3 ,

GX0 J/ψJ/ψ =0.35+0.09
−0.07 GeV3 ,

GX0χcηc =3.31+0.66
−0.59 GeV2 ,

GX1 J/ψηc =0.14+0.26
−0.14 GeV3 ,

GX1hcηc =0.32+0.08
−0.08 GeV−3 ,

GX2ηcηc =0.20+0.07
−0.07 GeV−3 ,

GX2 J/ψJ/ψ =0.59+0.15
−0.13 GeV3 . (50)

GX0χcηc GX0 J/ψJ/ψ

T 2

In  Fig.  1, the  curves  of  the  hadronic  coupling   con-
stants    and    with  variations  of  the  Borel
parameters   are plotted in the Borel windows as an ex-
ample.  There  appear  flat  platforms  clearly,  and  thus  we
can extract the hadronic coupling constants reasonably.

mX0 = 6.52GeV
mX1 = 6.57GeV mX2 = 6.60GeV

Then  we  take  the  masses  ,
,  and    obtained  from  the

QCD sum rules [23], and get the partial decay widths dir-

 

T 2

GX0ηcχc GX0 J/ψJ/ψ

Fig. 1.    (color online) The central values of the hadronic coupling constants with variations of the Borel parameters  , where the (A)
and (B) denote the   and  , respectively.
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ectly, 

Γ(X0→ ηcηc) =68.94+81.93
−51.01 MeV ,

Γ(X0→ J/ψJ/ψ) =0.41+0.23
−0.15 MeV ,

Γ(X0→ χc1ηc) =0.83+0.37
−0.27 MeV , (51)

 

Γ(X1→ J/ψηc) =0.024+0.17
−0.024 MeV ,

Γ(X1→ hcηc) =28.35+15.95
−12.40 MeV , (52)

 

Γ(X2→ ηcηc) =4.49+3.69
−2.60 MeV ,

Γ(X2→ J/ψJ/ψ) =0.40+0.22
−0.16 MeV , (53)

and therefore the full widths, 

ΓX0 = 70.18+82.53
−51.43 MeV , (54)

 

ΓX1 = 28.37+16.12
−12.42 MeV , (55)

 

ΓX2 = 4.89+3.91
−2.76 MeV . (56)

AĀ

X(6552)
AĀ

Ṽ ¯̃V

ṼṼ
AĀ

0.35±0.09GeV J/ψJ/ψ

In  our  previous  studies,  the  mass  spectrum  of  the
ground states and first/second/third radial excitations and
the decay widths of the ground states and first radial ex-
citations of the  -type fully-charm tetraquark states are
studied via the QCD sum rules, and the results show that
the   can be assigned as the first  radial  excitation
of  the  -type  scalar  tetraquark  state  considering  both
the  masses  and  decay  widths  [26,  29].  In  Ref.[23],  we
studied  the  mass  spectrum  of  the  ground  state  -type
scalar,  axialvector  and  tensor  fully-charm  tetraquark
states with the QCD sum rules. The numerical results in-
dicate that the ground state  -type tetraquark states and
the  first  radial  excited  states  of  the  -type  tetraquark
states  have  almost  degenerated  masses,  about

 above the   threshold.

ΓX0 = 70.18+82.53
−51.43 MeV

ΓX(6552) = 124+32
−26±33MeV

X(6552) ṼṼ

ΓX1 = 28.37+16.12
−12.42 MeV

ΓX2 = 4.89+3.91
−2.76 MeV

In  the  present  work,  the  predicted  width
 is compatible with the experimental

data    from the  CMS   collabora-
tion [3] within the range of uncertainties, which supports
assigning the   as the ground state  -type scalar
tetraquark state, while the widths of the tetraquark states
with  higher  spins    and

 are too small to match with the exper-
imental data.

X(6552)
ṼṼ AĀ

As  a  hadron  has  several  Fock  states,  the 
maybe have both the 1S  -type and 2S  -type scalar

tetraquark components. Furthermore, the relative branch-
ing ratios are quite different from each other, 

Γ

Å
XṼṼ

0 → ηcηc : J/ψJ/ψ : χc1ηc

ã
=1.00 : 0.0059 : 0.012 ,

Γ
Ä

XAĀ
0 → ηcηc : J/ψJ/ψ : χc1ηc

ä
=0.066 : 1.00 : 0.0024 ,

(57)

X0→ ηcηc ṼṼ
X0→ J/ψJ/ψ AĀ

which  indicate  that  the  main  decay  channels  are
 for the 1S  -type scalar tetraquark state and

  for  the  2S  -type  scalar  tetraquark  state,
respectively.  There  still  need  more  experimental  data  to
diagnose  the  nature  of  the  fully-charm  tetraquark  states.
Other predictions are served as meaningful guides for the
high energy experiments, awaiting to be examined in the
future. 

VI.  CONCLUSION

JPC = 0++ 1+− 2++

ΓX0 = 70.18+82.53
−51.43 MeV

ΓX(6552) = 124+32
−26±33MeV

X(6552) ṼṼ

ṼṼ
AĀ

X(6552)

In  the  present  study,  we  introduce  a  relative  P-wave
to construct  the doubly-charm vector diquark,  and there-
fore construct the scalar and tensor four-quark currents to
investigate  the  decay  widths  of  the  fully-charm  tetra-
quark states with the  ,   and   via the QCD
sum rules. We take account of the perturbative terms and
gluon  condensate  contributions  in  the  operator  product
expansion and then match the hadron side with the QCD
side  based  on  rigorous  quark-hadron duality.  The   pre-
dicted  width  of  the  ground  state  scalar  tetraquark  state

 is compatible with the experimental
data    from the  CMS   collabora-
tion within the range of uncertainties, which supports as-
signing  the    as  the  ground  state  -type  scalar
tetraquark  state.  The  relative  branching  ratios  of  the
ground state  -type scalar tetraquark state and the first
radial excitation of the  -type scalar tetraquark state are
quite different, which can be used to clarify the nature of
the  . We also expect the other predictions will be
confirmed in the future experiments. 

APPENDIX

Jαβ(x)
Jhc
αβ(x) J1

αβ(x)
Πµναβ(p)

For simplicity, we introduce the notation   to de-
note the   and  , and resort to the two-point cor-
relation function  , 

Πµναβ(p) = i
∫

d4xeip·x⟨0|T
{

Jµν(x)J†αβ(0)
}
|0⟩ , (A1)

to illustrate how to project out the pertinent tensor struc-
tures. At the hadron side, we isolate the ground state con-
tributions, 
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Πµναβ(p) =
λ̃2

A

M2
A− p2

(
p2gµαgνβ− p2gµβgνα−gµαpνpβ−gνβpµpα+gµβpνpα+gναpµpβ

)
+

λ̃2
V

M2
V − p2

(
−gµαpνpβ−gνβpµpα+gµβpνpα+gναpµpβ

)
+ · · · ,

=ΠA(p2)
(

p2gµαgνβ− p2gµβgνα−gµαpνpβ−gνβpµpα+gµβpνpα+gναpµpβ
)

+ΠV (p2)
(
−gµαpνpβ−gνβpµpα+gµβpνpα+gναpµpβ

)
,

(A2)

where 

⟨0|Jµν(0)|A(p)⟩ =λ̃A εµναβ ε
αpβ ,

⟨0|Jµν(0)|V(p)⟩ =λ̃V
(
εµpν−ενpµ

)
, (A3)

JPC = 1+− 1−

Pµναβ
A (p)

Pµναβ
V (p)

the A  and V  stand  for  the    and   mesons,  re-
spectively.  We  introduce  the  operators    and

,
 

Pµναβ
A (p) =

1
6

Å
gµα− pµpα

p2

ãÅ
gνβ− pνpβ

p2

ã
,

Pµναβ
V (p) =

1
6

Å
gµα− pµpα

p2

ãÅ
gνβ− pνpβ

p2

ã
− 1

6
gµαgνβ . (A4)

ΠA(p2) ΠV (p2)and project out the components   and   unam-
biguously, 

Π̃A(p2) =p2ΠA(p2) = Pµναβ
A (p)Πµναβ(p) ,

Π̃V (p2) =p2ΠV (p2) = Pµναβ
V (p)Πµναβ(p) , (A5)

and
 

Pµνλτ
A (p)Πλταβ(p) ∝ ΠA(p2) ,

Pµνλτ
V (p)Πλταβ(p) ∝ ΠV (p2) . (A6)

hc X1 JPC = 1+−

Pµνµ′ν′

A (p) Pαβα′β′

A (p′)

So in  Eqs.(15)-(17),  we  project  out  the  contributions
of  the    and   with  the   with  the  projectors

 and  , respectively,
 

Pαβα′β′

A (p′)Π4
µαβ(p,q) ∝ Π̃4(p′2, p2,q2) ,

Pµνµ′ν′

A (p) Pαβα′β′

A (p′)Π5
µναβ(p,q) ∝ Π̃5(p′2, p2,q2) . (A7)
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