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Abstract: This  study  aims  to  investigate  Lorentz/U(1)  gauge  symmetry-breaking electrodynamics  in  the   frame-
work of the standard-model extension and analyze the Hamiltonian structure for the theory with a specific dimen-
sion   of Lorentz breaking operators. For this purpose, we consider a general quadratic action of the modified
electrodynamics with Lorentz/gauge-breaking operators and calculate the number of independent components of the
operators at different dimensions in gauge invariance and breaking. With this general action, we then analyze how
Lorentz/gauge  symmetry-breaking  can  change  the  Hamiltonian  structure  of  the  theories  by  considering
Lorentz/gauge-breaking operators with dimension   as examples. We show that the Lorentz-breaking operators
with gauge invariance do not change the classes of the theory constrains and the number of physical degrees of free-
dom of the standard Maxwell electrodynamics. When U(1) gauge symmetry-breaking operators are present, the the-
ories  generally  lack  a  first-class  constraint  and  have  one  additional  physical  degree  of  freedom  compared  to  the
standard Maxwell electrodynamics.
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I.  INTRODUCTION

The  standard  model  (SM)  successfully  describes  the
fundamental constituents of matter using quarks, leptons,
gauge  bosons,  and  Higgs  bosons.  It  effectively  explains
phenomena involving elementary particles and their inter-
actions. The last predicted elementary particle of the SM,
the  Higgs  boson,  was  experimentally  confirmed  in  2012
[1,  2], offering  a  satisfying  conclusion  to  the   develop-
ment  of  this  great  theory.  General  relativity  (GR)  links
gravity  with  the  curvature  of  spacetime  and  provides  a
highly  successful  description  of  gravity-related phenom-
ena. Since its inception, it has been recognized as a great
theory  and  continues  to  be  corroborated  through  various
experiments.  Its  basic  principles  and  predictions  have
been confirmed through multiple observations and meas-
urements, establishing  its  foundational  position  in  mod-
ern  physics.  In  2016,  gravitational  waves  were  observed
in  experiments  [3],  which  further  reinforced  the  concept

of  GR.  These  two  theories  are  expected  to  be  unified  at
the  Planck  scale  and  potentially  exhibit  observable
quantum  gravity  effects  at  accessible  low-energy  scales.
This signal may be related to Lorentz symmetry breaking
and can be described by an effective field theory [4].

ý

To construct a consistent effective field theory that in-
corporates both  GR  and  the  SM,  Kostelecký  and   Col-
laday proposed an effective field theory known as the SM
extension  (SME)  [5,  6],  which  features  general  Lorentz
and CPT violations. The measured and derived values of
coefficients  for  Lorentz  and  CPT  violations  in  the  SME
can  be  found  in  the  data  table  organized  by  Kosteleck
and  Russell  [7]. In  recent  years,  research  on  cosmic  mi-
crowave background (CMB) radiation and ultra high en-
ergy cosmic rays (UHECR) has provided new opportunit-
ies for studying the pure photon sector of the SME. One
reason  for  this  is  that  any  prediction  involving  the  pure
photon  part  that  deviates  from  the  SM could  potentially
indicate  Lorentz  violation  originating  from  the  pure
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photon sector of the SME. A large amount of research has
been conducted in this area [8−23]. Compared to conven-
tional  Maxwell  electrodynamics,  the  pure-photon  sector
of  the  SME  includes  additional  Lorentz-breaking  terms,
which  can  be  classified  as  CPT-even  and  CPT-odd.  The
inclusion  of  these  terms  leads  to  the  emergence  of  new
effects, which has spurred extensive research in this field.
Studying the general aspects of the pure photon sector is
a  challenging task.  Ref.  [24] proposed a  general  electro-
dynamics extension theory with a quadratic action, which
can be used to describe many related phenomena, includ-
ing photon interactions [25], the optical activity of media
[26],  the  Lorentz-invariance-violating  (LIV)  term  [27,
28], Chern-Simons term [29], nonminimal SME [30], and
other  related  phenomena  involving  photons  [31]. Theor-
ies with Lorentz-breaking operators of dimension 4 have
received considerable attention, including LIV [32], Car-
roll-Field-Jackiw  (CFJ)  [33],  and  Proca  electrodynamics
[34],  where the first  two are U(1) gauge invariant   theor-
ies and the third involves U(1) gauge symmetry breaking.
The authors of Refs. [27, 28, 35, 36] conducted Hamilto-
nian  analyses  of  the  above  three  theories  and  identified
their  constraint  structures,  which  motivates  us  to  study
the  constraint  structure  of  more  general  theories  with  a
specific dimension  .

Aα1 ∂α3 . . .∂αd Aα2

d ≥ 2 Kα1α2α3 ...αd
(d)

Aα1∂α3 . . .∂αd Aα2

Kα1α2α3 ...αd
(d)

Aα1∂α3 . . .∂αd Aα2

4−d

d ≤ 4
d ≤ 4

Aµ

The Lagrangian density of quadratic electrodynamics,
given  in  [24],  is  a  quadratic  polynomial  in  the  photon
field    and  its  higher-order  derivatives 
with  .  The  constant  coefficients  ,  which
are contracted with  , remain invariant un-
der coordinate  transformations,  which  leads  to  a   viola-
tion of  the  Lorentz  symmetry  of  the  theory.  These   con-
stant coefficients can be regarded as originating from the
vacuum expectation value of  an operator  in  the  underly-
ing theory, or the dominant component of dynamic back-
ground fields, or an averaged effect. Through dimension-
al  analysis,  it  can  be  found  that  the  constants 
associated with   of dimension d must have
the dimension  . Some researchers believe that theor-
ies  with  power  series  that  are  renormalizable  have  the
mass  dimension    [24,  37],  and  it  is  these  theories
with  mass  dimension    that  are  mainly  explored  in
this  study.  Typically,  there  are  also  theories  that  contain
only the first time derivative of the field  , which is be-
neficial  because  this  avoids  any  potential  Ostrogradsky
instability [38, 39].

d ≤ 4

In  this  study,  we  extend  the  U(1)  gauge-invariant
Lagrangian density  of  quadratic  electrodynamics   de-
scribed in [24] to one that includes U(1) gauge symmetry
breaking terms.  We also perform a Hamiltonian analysis
for renormalizable specific dimension cases of  . Our
purpose is  to clarify how the U(1) gauge breaking terms
affect  the  constraint  structure  and  physical  degrees  of
freedom of the theory.

Our  results  indicate  that  the  Lagrangian  density  of

d ≤ 4
d = 4

d = 2 d = 3

general  quadratic  electrodynamics  is  a  combination  of
five terms. The first corresponds to the Lagrangian dens-
ity of standard electrodynamics, the second is U(1) gauge
invariant,  the  third  contains  both U(1)  gauge  invariance
and  breaking,  and  the  remaining  two  are  U(1)  gauge
breaking. The Hamiltonian analysis of the general gauge-
breaking  system with  a  specific  dimension    reveals
that  the  system with    requires  additional  conditions
to  become  a  constrained  system,  whereas  systems  with

  and    do  not.  It  also  shows  that  the  Lorentz-
breaking  operators  with  gauge  invariance  do  not  change
the  classes  of  the  theory  constraints  and  the  number  of
physical  degrees  of  freedom  of  the  standard  Maxwell
electrodynamics. When the U(1) gauge symmetry-break-
ing operators are presented, the theories in general lack a
first-class constraint and have one additional physical de-
gree of freedom compared to the standard Maxwell elec-
trodynamics.

d ≤ 4

The  structure  of  this  paper  is  as  follows.  The  basic
theory is discussed in Sec. II, where we give the number
of independent components of the Lorentz-breaking oper-
ators with U(1) gauge violation and extend it to the gen-
eral  Lagrangian  density  containing U(1)  gauge-breaking
terms. Sec. III explores the Hamiltonian structure and de-
grees  of  freedom  of  theories  with  a  specific  dimension

. In Sec. IV, we apply the obtained results to specif-
ic models and derive the results for LIV, CFJ, and Proca
electrodynamics. Our summary is presented in Sec. V.

For clarity and conciseness, we use two conventions:
 

ηµν ≡ (1,−1,−1,−1)

1. The Greek indices range from 0 to 3 and the Latin
indices range from 1 to 3. The metric of the background
spacetime  ;
 

Aµ
Aµ(x) ≡ Aµ(t,x)

2.  The  time  argument  of  the  vector  field    is  sup-
pressed throughout the study, namely,  . 

II.  ELECTRODYNAMICS WITH VIOLATIONS
OF LORENTZ AND U(1) GAUGE SYMMETRY

In this section, we present a brief introduction of elec-
trodynamics with quadratic action in the pure photon sec-
tor  in  the  framework of  the  SME with  both  Lorentz  and
U(1) gauge symmetry breaking. This represents an exten-
sion  of  the  Lorentz-violating  modified  electrodynamics
with U(1) gauge invariance in [24] by including the U(1)
gauge  symmetry-breaking operators  in  the  quadratic   ac-
tion.  In  the  construction  of  this  theory,  we  also  analyze
the  properties  of  the  coefficients  for  the  Lorentz-  and
U(1) gauge-violating operators.

For  this  purpose,  following  a  similar  construction  to
that performed in [24], we start with the general quadrat-
ic  action  for  Lorentz-violating  electrodynamics  in  the
pure photon sector, which can be written as [24] 
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S =
∫

d4xL (1)

with 

L = −1
4

FµνFµν+
∞∑

d=2

Kα1α2α3 ...αd
(d) Aα1∂α3 . . .∂αd Aα2 , (2)

Fµν ≡ ∂µAν−∂νAµ Kα1α2α3 ...αd
(d)

4−d
Kα1α2α3 ...αd

(d)

Kα1α2α3 ...αd
(d)

where   and   are constant coef-
ficients with the mass dimension  . One possible ex-
planation  for  the  coefficients    originates  from
non-zero  vacuum  expectation  values  to  the  Lorentz-
tensor  fields.  Note  that  each  term  associated  with  the
coefficient    violates  CPT  if  d  is odd  and   pre-
serves CPT if d is even.

{α3, α4, . . . ,αd}
∂α3 . . .∂αd

Kα1α2α3 ...αd
(d)

d−2
{α3, α4, · · · ,αd}

{α1,α2}

Kα1α2α3 ...αd
(d)

U(1)

The  symmetry  among  the  indices    of
the  tensor    and  the  use  of  integration  by  parts
result in two properties of the coefficients  . The
first  is  the  total  symmetry  in  the    indices

,  and  the  second  is  the  symmetry  of  the
two  indices    when  d  is  even  and  antisymmetry
when d  is odd.  Depending on the  specific  intrinsic  sym-
metries  of  the  Lorentz-violating operators,  the   coeffi-
cients   can be decomposed into five representa-
tions  [24].  When  one  imposes  the  conditions  of 
gauge  invariance  on  the  Lorentz-violating  operators,
these five  representations  are  reduced to  two representa-
tions:  one  corresponds  to  the  CPT-even  coefficient  and
the other corresponds to the CPT-odd coefficient [24]. 

U(1)A.    Lorentz-violating electrodynamics with 
gauge invariance

U(1) U(1)
U(1)

Let  us  first  consider  Lorentz-violating electrodynam-
ics with   gauge invariance.   gauge invariance is
a  symmetry  of  the  theory  under  the    gauge  trans-
formation [24] 

Aµ→ Ãµ = Aµ+∂µΛ, (3)

where Λ is an arbitrary function. The variation in the ac-
tion (1) under this gauge transformation reads as 

δgS = −
∞∑

d=2

∫
d4xKα1α2α3 ···αd

(d) Λ

×∂α3 · · ·∂αd (∂[α1 Aα2]±+
1
2
∂[α1∂α2]±Λ) = 0,

(4)

”+ /− ”
[]+ []−

where    corresponds  to  an  even/odd  dimension,
and the brackets   and   indicate symmetrization and
antisymmetrization,  respectively.  Specifically,  the  terms
in the large brackets of the above expression can be writ-
ten as 

∂[α1 Aα2]±+
1
2∂[α1∂α2]±Λ

=

∂α1 Aα2 +∂α2 Aα1 +∂α1∂α2Λ, d is even,

∂α1 Aα2 −∂α2 Aα1 , d is odd.

(5)

U(1)

α1 α2

α1 α2

{α3,α4, · · · ,αd}

d = 2
d ≥ 4

 gauge invariance requires the variation in the ac-
tion  in  (4)  to  vanish.  When  d  is  even,  because  the  two
first indices   and   are symmetric, to make (4) vanish,
both indices   and   must be antisymmetric with one of

  [24]. With  these  properties,  it  is   straight-
forward  to  infer  that  all  the  CPT-even  operators  with

  are  gauge-violating and  the  gauge  invariance   re-
quires  .  Using  these  properties,  we  can  also  count
the number of independent components of the CPT-even
operators, which leads to 

NF = (d+1)d(d−3). (6)

α1 α2

α1

α2 {α3,α4, · · · ,αd}
d ≥ 3

Similarly, when d is odd, the first two indices   and 
are  antisymmetric,  and  the  vanishing  of  (4)  requires 
and    to  be  antisymmetric  with  one  of  .
For  this  case,  only  operators  with   are  allowed and
the  number  of  independent  components  of  the  CPT-odd
operators is 

NAF =
1
2

(d+1)(d−1)(d−2). (7)

In  Table  1,  we  summarize  the  number  of  independent
components of the CPT-odd and CPT-even operators. 

U(1)

B.    Lorentz-violating electromagnetics with the
violations of  gauge symmetry

U(1)
U(1)

Kα1α2α3 ...αd
(d)

Now, we consider the case with the breaking of 
gauge  symmetry.  When    gauge symmetry  is   viol-
ated,  the  variation  in  the  action  in  (4)  does  not  need  to
vanish. For this case, extra conditions are not required on
the coefficients   to ensure the gauge invariance
of the theory. For CPT-even operators without gauge in-
variance,  as  mentioned  before,  while  the  indices

 

U(1)
Table  1.      Number  of  independent  components  of  the
Lorentz-violating  operators  with/without    gauge  invari-
ance.

d CPT Gauge invariance
Number of independent

components
2 even no 10

≥ 4even,  even
yes (d+1)d(d−3)

no 2
3 (d+2)(d+1)d

≥ 3odd,  odd
yes 1

2 (d+1)(d−1)(d−2)

no 1
2 (d+2)(d+1)(d−1)
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{α3,α4, · · · ,αd} Kα1α2α3 ...αd
(d)

α1 α2

{α3,α4, · · · ,αd}
α1 α2

 in the CPT-even coefficients   are
symmetric, the first two indices   and   are also sym-
metric.  Similarly,  for  CPT-odd  operators  without  gauge
invariance,  the  indices    are  symmetric,
whereas the first  two indices   and   are antisymmet-
ric. We can then count  the  number  of  independent  com-
ponents  of  the  CPT-even  and  CPT-odd  operators  with  a
specific dimension d, as summarized in Table 1.

U(1)
For later  convenience,  we  can  decompose  the   Lag-

rangian density (2) into two parts, the   gauge invari-
ance  and  gauge-violating  parts.  This  involves  rewriting
the  Lorentz-breaking  coefficients  in  five  different  forms
with  distinct  symmetries.  The  specific  representation  of
the  decomposition  of  these  five  forms  can  be  found  in
[24]. Subsequently, the Lagrangian density (2) can be re-
written as 

L = − 1
4

FανFαν

+

∞∑
even d=2

K (1)α1α2α3 ...αd
(d) Aα1∂α3 . . .∂αd Aα2

+

∞∑
d=3

K (2)α1µνα2 ...αd−2
(d) Aα1∂ν∂α2 . . .∂αd−2 Aµ

+

∞∑
d=3

K (3)µα1να2 ...αd−2
(d) Aµ∂ν∂α2 . . .∂αd−2 Aα1

+

∞∑
d=4

K (4)µνρσα1 ...αd−4
(d) Aµ∂ρ∂σ∂α1 . . .∂αd−4 Aν

+

∞∑
odd d=3

K (5)µνρα1 ...αd−3
(d) Aµ∂ρ∂α1 . . .∂αd−3 Aν,

(8)

K (i)α1α2α3 ···αd
(d) i = 1,2,3,4,5

{α1,α2,α3, · · · ,αd} K (1)α1α2α3 ···αd
(d)

d ≥ 2
{α1,α2,α3, · · · ,αd}

U(1)
K (2)α1µνα2 ···αd−2

(d)

d ≥ 3

{α1,α2, · · · ,αd−2}

K (3)µα1να2 ···αd−2
(d)

d ≥ 3

{α1,α2, · · · ,αd−2}
U(1)

K (4)µνρσα1 ...αd−4
(d)

where the five coefficients   with 
are distinguished by their distinct symmetries among the
indices  .  The  coefficients 
are  all  CPT-even  with  ,  whereas  their  indices

 are all symmetric. We can clearly infer
from  (4)  that  these  coefficients  violate  the    gauge
symmetry  of  the  theory.  The  coefficients 
are  either  CPT-even  or  CPT-odd  with  .  Except  for
the two indices μ and ν, which are antisymmetric, the re-
maining  indices   are  all  symmetric.  Note
that these coefficients are also gauge-violating. Similarly,

  can  also  be  either  CPT-even  or  CPT-odd
with  .  The  two  indices  of  this  coefficient, μ  and ν,
are  antisymmetric,  and  the  remaining  indices

  are  all  symmetric.  We  can  verify  that
these coefficients also break the   gauge symmetry of
the  theory.  Then,  for  the  indices  of  the  coefficients

, the indices μ and ρ and the indices ν and σ
are both  antisymmetric.  We  also  note  that  these   coeffi-
cients are symmetric upon interchanging the two pairs of

(µ,ρ) (ν,σ)

K (4)µνρα1 ···αd−4
(d)

K (5)µνρα1 ...αd−3
(d) d ≥ 3
{µ,ν,ρ}

U(1)

indices   and  . By inspecting the variation in the
action  (4)  with  these  coefficients,  we  find  that  the  CPT-
odd operators with   violate gauge invariance,
whereas  the  CPT-even ones  are  gauge  invariant.  The   fi-
nal coefficients   are CPT-odd with  , and
their three indices   are antisymmetric. These coef-
ficients preserve the   gauge symmetry of the theory.

To simplify the later handling of the Hamiltonian ana-
lysis of the theory, we can rewrite the Lagrangian density
of the theory in a compact form: 

L = − 1
4

FανFαν+Aα1K̂ (1)α1α2 Aα2 +
1
2

Aα1K̂ (2,3)µνα1 Fνµ

− 1
4

FµρK̂ (4)µρνσFνσ+
1
2
ϵκµνρAµK̂ (5)

κ Fνρ, (9)

where 

K̂ (1)α1α2 ≡
∑

d=even

K (1)α1α2α3 ...αd
(d) ∂α3 . . .∂αd , (10)

 

K̂ (4)µρνσ ≡
∞∑

d=4

K (4)µνρσα1 ...αd−4
(d) ∂α1 . . .∂αd−4 , (11)

 

K̂ (5)
κ ≡

ϵκµνρ
6

∑
d=odd

K (5)µνρα1 ...αd−3
(d) ∂α1 . . .∂αd−3 , (12)

and 

K̂ (2,3)µνα1 ≡
∞∑

d=3

î
K (2)α1µνα2 ...αd−2

(d) + (−1)dK (3)µα1να2 ...αd−2
(d)

ó
×∂α2 . . .∂αd−2 . (13)

{}

{µρ,νσ}

(µ,ρ) (ν,σ)

The  index  symmetries  of  the  operators  in  (9)  are
shown  in  Table  2.  The  indices  enclosed  in  the  same
brackets   of the second and third columns represent the
symmetry and antisymmetry between them, respectively.

  in the  second  column  indicates  that  the   corres-
ponding  operators  are  symmetric  when  the  two  pairs

  and    are exchanged.  The  fourth  column   dis-
plays the conditions under which each class of operators
appears. 

III.  HAMILTONIAN STRUCTURE OF
THE THEORYS

U(1)

In this section, we perform a Hamiltonian analysis on
the  Lorentz-violating  electromagnetics  with  and  without

 gauge invariance using the Dirac-Bergmann proced-
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d ≤ 4
ure [40−44]. For simplicity, we focus on the theory with
Lagrangian  densities  with  a  specific  dimension    of
Lorentz/gauge-breaking operators. 

d = 4A.    
d = 4We start the Hamiltonian analysis with  . For this

case, the Lagrangian density of the theory reduces to 

L(4) = −
1
4

FµνFµν−
1
2

Uµνρσ∂µAν∂ρAσ

− 1
2

VµνρσFνµ∂σAρ−
1
4

WµρνσFµρFνσ, (14)

where 

Uµνρσ = 2K (1)µνρσ
(4) , (15)

 

Vµνρσ =K (2)ρµνσ
(4) +K (3)µρνσ

(4) , (16)

 

Wµρνσ =K (4)µνρσ
(4) . (17)

L(4) Uµνρσ Vµνρσ

{µ,ν,ρ,σ} Uµνρσ Vµνρσ

{µ,ν} {ρ,σ}
Wµρνσ

Wµρνσ

{µρ} {νσ} Wµρνσ

Aµ

The  terms  in    with  coefficients    and 
break  the  U(1)  gauge  symmetry.  The  four  indices

  in    are  totally  symmetric,  whereas 
are  antisymmetric  in    and  symmetric  in  .  The
terms with coefficients   are gauge invariant, and the
corresponding  indices  of  the  coefficients   have  the
same  symmetric  properties  as  the  Riemann  tensor,  i.e.,
the first pair   and last pair   of   are both an-
tisymmetric  but  symmetric  upon  interchanging  the  two
pairs. By varying the action (1) with the above Lagrangi-
an with respect to the field  , we obtain the equation of
motion of the electromagnetics, i.e., 

∂µ
Ä

Fµν+Uµνρσ∂ρAσ+Vνµρσ∂σAρ

+
1
2

VρσνµFσρ+WρσµνFρσ
ä
= 0. (18)

Now, to perform the Hamiltonian analysis, it  is conveni-
ent to define the conjugate momentum 

πµ ≡ ∂L(4)

∂Ȧµ
= −F0µ−U0µνρ∂νAρ−Vµ0νρ∂ρAν

− 1
2

Vνρµ0Fρν−W0µνρFνρ, (19)

which sets the fundamental Poisson brackets (PB) as 

{Aµ(x),πν(y)} = δνµδ(x−y). (20)

From the conjugate momentum, the canonical Hamiltoni-
an of the system can be expressed as 

H(4) ≡ Ȧµπµ−L(4). (21)

In  the  Hamiltonian  analysis,  a  significant  portion  of
the  work  involves  computing  the  Poisson  bracket
between  the  Hamiltonian  and  functions  in  the  phase
space.  In  this  context,  it  is  important  to  express  the
Hamiltonian as a function of the conjugate momenta and
coordinates.  To  do  so,  let  us  write  the  time  and  spatial
components of the conjugate momentum for (19), 

π0 = −U00µν∂µAν−
1
2

Vµν00Fνµ, (22)

 

πk = Dk
iF0i+Nk, (23)

Dk
i Nkwhere the matrices   and   are defined as 

Dk
i ≡ −δk

i−Vi0
k0−Vk0

0i−2W0k
0i−U0k

0i, (24)

 

Nk ≡ −
Ä1

2
V jik0+W0ki j

ä
Fi j− (U0k00+Vk000)∂0A0

−2(U0k0i+Vk00i)∂iA0− (U0ki j+Vk0i j)∂iA j.

(25)

Dk
i Dk

i = Di
k

Dk
i

From the expression of  , it is easy to obtain  .
Further  analysis  is  required  to  determine  the  constraint
structure of the system. For this purpose, we assume that

 is a non-degenerate matrix, just like in gauge invari-
ance [27, 28], such that 

F0i = (D−1)i
k(πk −Nk). (26)

After some manipulations, we can finally express the
canonical  Hamiltonian  density  as  a  function  of  the  field

 

Table  2.      Symmetries of  the  indices  of  the  operator   coeffi-
cients in (9).

Coefficient Symmetry Antisymmetry d

K̂ (1)α1α2 {α1,α2} · · · ≥ 2even,

K̂ (2,3)µνα1 · · · {µ,ν} ≥ 3

K̂ (4)µρνσ {µρ,νσ} {µ,ρ}, {ν,σ} ≥ 4

K̂ (5)
κ

· · · · · · ≥ 3odd,
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H(4) = π
k∂kA0+

1
2

(D−1) jl(πl−N l)
î
π j−N j+ (V0 j

0k −Vk0
j0)(D−1)k

i(π
i−N i)−2(U0 j00+V j000)∂0A0

ó
+

1
2

Fi j(
1
2

F i j+
1
2

W i jklFkl+2V ji0k∂kA0+V jikl∂lAk)+ (
1
2

U i jkl∂iA j+2U0 jkl∂ jA0)∂kAl

+2U00kl∂kA0∂lA0−
1
2

U0000∂0A0∂0A0, (27)

∂0A0

d = 4

U0000 = 0

∂0A0

where  we  keep  the  term    explicit  because  when
studying the constrained system with   in the follow-
ing,  we  must  impose  some  constraints  on  the  Lorentz-
breaking coefficients. A option here is exactly   ,
which can be considered as throwing away the term with
respect to  .

d = 4

Following  the  Dirac-Bergmann  algorithm,  our  next
step is  to  write  the  total  Hamiltonian  density  of  the   sys-
tem,  which  is  composed  of  the  canonical  Hamiltonian
density and primary constraints. However, for the system
in  , the existence of primary constraints requires cer-
tain additional conditions. 

1.    Conditions for the existence of the constraints

L(4)

∂2L
∂Ȧµ∂Ȧν

L(4)
∂2L(4)

∂Ȧµ∂Ȧν

Let us consider the system described by (14) and find
which of its conditions contain constraints.  According to
the  Dirac-Bergmann procedure,  the  presence  of   con-
straints in the system with Lagrangian density   can be
determined  by  checking  whether  the  Hessian  matrix

  is  degenerate.  Therefore,  to  make  the  system
with  Lagrangian  density    a  constrained  system,  it  is

sufficient to provide the condition that the matrix 
is degenerate. The Hessian matrix takes the form 

∂2L(4)

∂Ȧµ∂Ȧν
= − (ηµν−η0µδ0

ν)−2W0µ0ν−U0µ0ν

−Vµ0ν0−Vν0µ0. (28)

When  the  Hessian  matrix  is  non-degenerate,  the  system
does not possess any constraint that is not of interest. It is
easy to observe that, for the gauge invariant case, because 

Uµνρσ = 0 = Vµνρσ, (29)

U(1)
U(1)

Uµνρσ Vµνρσ

the Hessian  matrix  is  identically  degenerate.  This   indic-
ates  that  the  theory  with    gauge  symmetry  always
has constraints. However, when   gauge symmetry is
broken, whether the theory possesses constraints depends
on  the  specific  forms  of  the  gauge-breaking  coefficients

 and  .
For our purposes, we intend to consider the case when

the Hessian  matrix  is  degenerate,  either  with  gauge   in-
variance  or  gauge  breaking.  Considering  the  complexity

d = 4of the Lagrangian density in the   case, for simplicity,
let us only focus on the following simple case to make the
Hessian matrix degenerate: 

U0000 = 0, U000i = −V i000. (30)

3×3
∂2L(4)

∂Ȧi∂Ȧ j

As shown in the above equation, this constraint condition
only restricts the gauge-breaking coefficients and the first
row and column of  the Hessian matrix  that  are  0,  which
allows  the  subsequent  conclusions  to  be  fully  applicable
to gauge-invariant systems. For clarity of discussion, sim-
ilar  to  the gauge invariant  case [27, 28],  we assume that

the   matrix   is non-degenerate.
d = 4Thus,  for  the    case,  hereafter,  we  analyze  the

system with 

L(4) = −
1
4

FµνFµν−
1
2

Uµνρσ∂µAν∂ρAσ

− 1
2

VµνρσFνµ∂σAρ−
1
4

WµρνσFµρFνσ, (31)

U0000 = 0 U000i = −V i000with conditions   and  . 

2.    Canonical analysis

After obtaining  the  constrained  system  with  a   Lag-
rangian density  of  (31),  we  analyze  the  constraint   struc-
ture of the system. Under the condition of (30),  the con-
jugate momentum in (23) can be written as 

π0 = −(U00i j+V ji00)∂iA j−2U000i∂iA0, (32)
 

πk = Dk
iF0i+Nk, (33)

where 

Nk = − (
1
2

V jik0+W0ki j)Fi j−2(U0k0i+Vk00i)∂iA0

− (U0ki j+Vk0i j)∂iA j. (34)

∂2L(4)

∂Ȧµ∂ȦνThe rank of  matrix    is  3,  giving rise  to  a  unique
primary constraint 
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ϕ(4)
1 = π

0+ (U00i j+V ji00)∂iA j+2U000i∂iA0 ≈ 0. (35)

≈The  symbol  " "  is  known as  the  weak  equality  symbol,
which implies  that  the  equation  only  holds  at  the   con-
straint surfaces but not throughout phase space. With the
expressions  of  (30),  the  canonical  Hamiltonian  density
(27) also becomes 

H(4) = π
k∂kA0+

1
2

(D−1) jl(πl−N l)

×
Ä
π j−N j+ (V0 j

0k −Vk0
j0)(D−1)k

i(π
i−N i)

ä
+

1
2

Fi j

Ä1
2

F i j+
1
2

W i jklFkl+2V ji0k∂kA0+V jikl∂lAk

ä
+

Å
1
2

U i jkl∂iA j+2U0 jkl∂ jA0

ã
∂kAl+2U00kl∂kA0∂lA0,

(36)

and the total Hamiltonian density can be written as 

H(4)T =H(4)+u(4)ϕ(4)
1 , (37)

which gives the total Hamiltonian in the form 

H(4)T =

∫
H(4)T (x)d3x, (38)

u(4)

∂tA0(x) = {A0(x),H(4)T } = u(4)(x)
A0(x) H(4)(y)

A0(x) ϕ(4)
1 (y) π(y)

u1(x)
A0(x)

where   is an arbitrary Lagrangian multiplier. Note that
  because  the  Poisson

bracket  between    and    is  zero,  and  that
between   and other terms in  , except for  ,
is  also zero.  This gives meaning to the coefficient  :
the time derivative of  .

Following  the  standard  Dirac-Bergmann  procedure,
we  then  analyze  the  requirement  for  the  preservation  of
the primary constraint. Such a requirement is also known
as  the  consistency  condition  of  the  primary  constraint,
which  requires  that  the  time derivative  of  this  constraint
also  vanishes.  The  consistency  condition  of  the  primary
constraint, i.e., 

ϕ̇(4)
1 (x) = {ϕ(4)

1 (x),H(4)T } ≈ 0, (39)

gives rise to a secondary constraint of the system, 

ϕ(4)
2 = ∂kπ

k +Mm
i(∂mπ

i−∂mN i)

+ (5U00i j+V ji00)∂i∂ jA0

+V ji0k∂kFi j+2U0 jkl∂ j∂kAl ≈ 0, (40)

where 

Mm
i =

1
2

î
(D−1)i j+ (D−1) ji

+2(V0l
0k −Vk0

l0)(D−1)li(D−1)k
j

ó
× (3U0 j0m+2V j00m+V jm00), (41)

which indicates that the structure of Gauss's law is influ-
enced by the gauge-breaking term.

ϕ2 ≈ 0
Similar to the primary constraint,  the secondary con-

straint  , being a constraint itself,  also has a corres-
ponding consistency condition, which is 

ϕ̇(4)
2 (x) = {ϕ(4)

2 (x),H(4)T } ≈ 0. (42)

This condition then leads to 

Oik
1 j∂i∂k(π j−N j)+Oi jk

2 ∂i∂ j∂kA0+O jilk
3 ∂ j∂i∂lAk

+Okli j
4 ∂k∂lFi j+T i j∂i∂ ju(4) ≈ 0, (43)

where 

O jilk
3 ≡ (δ j

m+M j
m)
Å

1
2

Vmikl+U imlk
ã
, (44)

 

Okli j
4 ≡

1
2

(δk
m+Mk

m)(ηliηm j+W i jlm+V jiml), (45)

 

Oik
1 j ≡

1
2

î
(δi

m+Mi
m)
(
Vmkl0+2W0lkm+U0lkm+V l0km

)
+Mi

m(V lkm0+2W0mkl+U0mkl+Vm0kl)

+2(V li0k +U0ikl)
óî

(D−1) jl+ (D−1)l j

+2(V0i1
0k1 −Vk10

i10)(D−1)i1 j(D−1)k1
l

ó
,

(46)
 

Oi jk
2 ≡ (δi

l+Mi
l)(V l j0k +2U0 jkl)+Mi

l(U0l jk +V l0 jk)+2U0i jk,

(47)

and 

T i j ≡ 6U00i j+ (3U00 jk +Vk j00+2Vk00 j)Mi
k. (48)

T i j = 0

U(1)
T i j

u(4)

T i j = 0

For  the  gauge  invariant  case,  ,  and  we  can
check  that  the  condition  (43)  is  satisfied  identically.
When the   gauge symmetry of the theory is violated,

 are generally nonzero; therefore, (43) represents a re-
striction on the Lagrange multiplier  . One special case
is    for  some  specific  combination  of  the  gauge
breaking coefficients, for which a new constraint arises: 
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ϕ(4)
3 = Oik

1 j(∂i∂kπ
j−∂i∂kN j)+Oi jk

2 ∂i∂ j∂kA0

+O jilk
3 ∂ j∂i∂lAk +Okli j

4 ∂k∂lFi j ≈ 0. (49)

ϕ(4)
3 ≈ 0 T i j = 0

With this  constraint,  by  repeating  the  above   proced-
ure, its  consistency  condition  may  produce  more   con-
straints  under  certain  conditions.  It  is  worth  mentioning
that  according  to  Table  1,  the  number  of  independent
coefficients is  finite,  and  the  emergence  of  new   con-
straints will give a set of limiting equations on the coeffi-
cients.  Just  as  in  the presence of  ,   gives 9
equations between the coefficients; therefore, the number
of  independent  coefficients  is  reduced.  Detailed  analysis
shows  that  each  time  a  new  constraint  is  present,  the
number  of  limiting equations  for  the  coefficients  rapidly
increases compared to the previous constraint, eventually
stopping the  generation  of  possible  constraints  at  a   cer-
tain  step.  This  results  in  a  closed  Poisson  bracket  and  a
limited  number  of  constraints.  According  to  the  analysis
in [45, 46], such constraint may also lead to an unphysic-
al  half  degree of freedom. However,  this  requires a very
special choice of gauge-breaking coefficients. For simpli-
city,  we  do  not  explore  these  specific  cases  in  detail  in
this study.

d = 4

ϕ(2)
1 ϕ(4)

2

Before we go further, we would like to summarize the
main  results  obtained  so  far  for  the   case.  For  both
the gauge invariant and gauge breaking cases with the de-
generate condition (30), the theory can have one primary
constraint   and one secondary constraint  . 

3.    Counting the degrees of freedom

After obtaining  all  the  primary  and  secondary   con-
straints  of  the  system,  we  identify  the  first-  and  second-
class  constraints  of  the  system by  analyzing  the  Poisson
bracket  of  the  constraints.  In  general,  first-class  con-
straints  are  associated  with  the  gauge  symmetry  of  the
theory. They are gauge generators, which generate gauge
transformations  that  do  not  alter  the  physical  state.
Second-class constraints  cannot  generate  gauge   trans-
formations  because  the  transformation  generated  by  the
second-class  does  not  preserve all  the  constraints,  which
violates  the  consistency  condition,  but  are  important  in
the definition of the Dirac bracket, which plays a key role
in  the  transition  from  classical  to  quantum  theory  [43].
Specifically,  first-class constraints  are those whose Pois-
son bracket  with  every  constraint  vanishes  weakly;   oth-
ers are second-class constraints.

ϕ(4)
1

ϕ(4)
2

The Poisson bracket of the primary constraint   and
secondary constraint   gives 

{ϕ(4)
2 (y),ϕ(4)

1 (x)} = (C1)i j∂′i∂ jδ(x− y)

+ (C2)i j∂′i∂
′

jδ(x− y). (50)

∂′where   denotes the partial  derivative with respect to y,
and 

(C1)i j = −(U00 ji+ (U00 jk +Vk j00)Mi
k), (51)

 

(C2)i j = 2Mi
k(U0k0 j+Vk00 j)+5U00i j. (52)

Ci j
1 = 0 =Ci j

2 ϕ(4)
1 ϕ(4)

2

Uµνρσ Vµνρσ

ϕ(4)
1 ϕ(4)

2

It  is  clear  that  for  the  gauge  invariant  case,
;  therefore,    and    are  both  first-class

constraints. For the case without the gauge symmetry, the
gauge  breaking  coefficients    and    are  gener-
ally nonzero; thus,  the theory does not possess any first-
class  constraints.  In  this  case,    and    are  both
second-class  constraints.  This  result  is  expected  because
first-class constraints can only exist  when the theory has
gauge symmetry,  and  thus  a  theory  without  gauge   sym-
metry should not have first-class constraints.

NDOF

With  all  first-  and  second-class  constraints,  we  can
count the number of physical degrees of freedom ( )
using the following formula [47]: 

NDOF =
1
2

(Nvar−2NOF−NOS), (53)

Nvarwhere  " "  represents  the  total  number  of  canonical
variables, "NOF" is the number of constraints of the first
class,  and  "NOS"  represents  the  number  of  second-class
constraints. Thus,  for  the gauge invariant  case,  the num-
ber of degrees of freedom is 

NDOF =
1
2

(8−2×2) = 2, (54)

which is the same as that in the standard Maxwell electro-
dynamics, whereas in the case of gauge violation, 

NDOF =
1
2

(8−2) = 3. (55)

U(1)Therefore,  the  violation  of   gauge symmetry   in-
duces one  additional  physical  degree  of  freedom   com-
pared  to  the  standard  Maxwell  electrodynamics  and  the
theory  with  gauge  invariance.  This  additional  physical
degree of freedom results in a third state of polarization,
corresponding to a new particle known as the longitudin-
al photon [48]. This represents a new type of electromag-
netic  radiation  that  may  alter  the  radiation  spectra  of
many  sources  with  nonzero  temperature  [48].  However,
its phenomenological effects in both experiments and as-
trophysical  observations  are  expected  to  be  too  small  to
be detected for now [48−50]. 

d = 3B.    
In this subsection, we analyze the constraint structure
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d = 3
of the theory with Lorentz/gauge-breaking operators with
dimension  . The  Lagrangian  density  of  the   con-
sidered theory can be written in the form of 

L(3) = −
1
4

FανFαν+
1
2

S µνρAρFνµ

+
1
2
ϵκµνρ(kAF)κAµFνρ. (56)

where 

(kAF)κ =
1
3!
ϵκµνρK (5)µνρ

(3) , (57)

 

S µνρ =K (2)ρµν
(3) −K (3)µρν

(3) . (58)

(kAF)κ
S µνρ

Aµ

Note  that  the  terms  with    are  gauge-invariant  and
the  terms  with    are  gauge-breaking.  Varying  in  the
action with respect to  , we obtain field equation 

ϵκνµρ (kAF)κ Fµρ+
1
2

S µρνFρµ

+∂µ(Fµν−S νµρAρ) = 0. (59)

The  corresponding  conjugate  momentum  of  this  theory
reads as 

πµ =
∂L(3)

∂Ȧµ
= −F0µ+ (ϵβν0µkAFβ+S µ0ν)Aν. (60)

To analyze the constraint structure of the theory, it is
convenient to  write  down  the  time  and  spatial   compon-
ents of the above conjugate momentum (60) as 

π0 = 0, (61)

 

πk = −F0k + (ϵ jµ0kkAF j+S k0µ)Aµ. (62)

d = 3

π0 A0

We  can  conclude  that  in  the  specific  dimension  ,
gauge-breaking  and  gauge-invariant  Lorentz-breaking
electrodynamics  have  the  same  form  for  the  conjugate
momentum   of the photon field  . From these proper-
ties, the only primary constraint of the system is 

ϕ(3)
1 = π

0 ≈ 0. (63)

Then,  the  canonical  and  total  Hamiltonian  densities  are
given by 

H(3) = π
kȦk −L(3), (64)

and 

(H(3))T =H(3)+u(3)ϕ(3)
1 . (65)

d = 4 u(3)

A0

Here,  similar  to  the  case  of  ,  the  coefficient    is
the time derivative of  .

Once again, the consistency condition of the primary
constraint gives a secondary constraint 

ϕ(3)
2 = ϕ̇

(3)
1 = ∂kπ

k +
1
2

Fik(ϵ j0ik (kAF) j+S ki0)

+S k
00(ϵ jµ0k (kAF) j+S k0µ)Aµ−πkS k

00

≈ 0. (66)

ϕ(3)
2

u(3)

Similarly, this suggests that the form of Gauss's law must
be modified when considering the presence of the gauge-
breaking term. The consistency condition of   imposes
a restriction on  : 

ϕ̇(3)
2 = S l

00S l00u(3)−
(
S i

0k +S i
k0
)
∂kπ

i

+S k
00
(
2ϵ jk0

i(kAF) j+S i
0k −S k0

i
)
πi

+S i
00
[
2ϵ l0i

k (kAF)l+S i0
k −S k

0i
]

× [ϵ jn0k(kAF) j+S k0n]An

+
1
2
(
−2S j00ηki+S jik)∂kFi j

− 1
2

(ϵ0ki j (kAF)0+S jik)S k
00Fi j

+2S l
00(S l0k +S lk0)∂kA0

+S i
00
[
2ϵ l0i

k (kAF)l+S i0
k −S k

0i
]
S k00A0

+
î
S k

00(ϵ0 jik (kAF)0+S ki j)

+ (S k
0i+S k

i0)[ϵ l j0k(kAF)l+S k0 j]
ó
∂iA j ≈ 0.

(67)

S µνρ = 0

ϕ(3)
1

ϕ(3)
2

For the gauge invariant case, all the gauge breaking coef-
ficients  ; thus, the above consistency condition is
satisfied identically. In this case, the theory only has two
constraints,  the  primary  constraint    and  secondary
constraint  .

S µνρ

u(3)

When gauge  symmetry  is  violated,  the  gauge   break-
ing coefficients   are generally nonzero. For this case,
the  above  consistency  condition  leads  to  a  specific  form
of  , 

u(3) ≈− 1
S m

00S m00

×
î
S i

00
[
2ϵ l0i

k (kAF)l+S i0
k −S k

0i
]

× [ϵ jn0k(kAF) j+S k0n]An−
(
S i

0k +S i
k0
)
∂kπ

i
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+S k
00
(
2ϵ jk0

i(kAF) j+S i
0k −S k0

i
)
πi

+
1
2
(
−2S j00ηki+S jik)∂kFi j

− 1
2

(ϵ0ki j (kAF)0+S jik)S k
00Fi j

+2S l
00(S l0k +S lk0)∂kA0

+S i
00(2ϵ l0i

k (kAF)l+S i0
k −S k

0i)S k00A0

+
î
S k

00(ϵ0 jik (kAF)0+S ki j)

+ (S k
0i+S k

i0)[ϵ l j0k(kAF)l+S k0 j]
ó
∂iA j

ó
. (68)

ϕ(3)
1 ϕ(3)

2

S 00
l S l00 = 0

S 00
l S l00 , 0

This  indicates  that  the  theory  for  this  case  does  not
have any  additional  constraints.  Similar  to  the  gauge   in-
variant  case,  there  are  only two constraints,  one primary
constraint   and one secondary constraint  . Here, we
would like to mention that under certain conditions on the
gauge  breaking  coefficients,  such  that  ,  the
theory may produce additional constraints. However, this
requires  a  very  special  choice  of  gauge-breaking  coeffi-
cients. For simplicity, we do not explore this specific case
in  detail  in  this  study  and  focus  on  the  case  with

 when gauge symmetry is violated.

ϕ(3)
1 ϕ(3)

2

Then,  let  us  consider  the  Poisson  bracket  of  the
primary  constraint    and  secondary  constraint  ,
which is 

{ϕ(3)
1 (x),ϕ(3)

2 (y)} = −S k
00S k00δ(x−y). (69)

S µνρ = 0
ϕ(3)

1 ϕ(3)
2

It  is  clear  that  for  the  gauge  invariant  case,  because
, the above Poisson bracket vanishes and the con-

straints    and    are  both  first-class. Thus,  the   num-
ber of the physical degrees of freedom is 

NDOF =
1
2

(8−2×2) = 2, (70)

which is the same as that in the standard Maxwell electro-
dynamics.

S k
00S k00 , 0 ϕ(3)

1 ,ϕ
(3)
2

For  the  case  with  gauge  violation,  because  generally
,    are  both  second-class  constraints.

Thus, the number of the physical degrees of freedom is 

NDOF =
1
2

(8−2) = 3. (71)

d = 4 U(1)Similar to the case with  , the violation of   gauge
symmetry  induces  one  extra  physical  degree  of  freedom
compared  to  the  standard  Maxwell  electrodynamics  and
the case with gauge invariance. 

d = 2C.    

d = 3 d = 4
d = 2

After completing the constraint structure analysis of a
specific dimension   and  , we analyze the struc-
ture of  , the Lagrangian density of which is 

L(2) = −
1
4

FµνFµν+
1
2

UµνAµAν, (72)

with 

Uµν = 2K (1)µν
(2) , (73)

Aµ
which are gauge-breaking terms. Varying the action with
respect to  , we obtain 

UνµAµ+∂µFµν = 0. (74)

The conjugate momenta now read as 

πµ =
∂L(2)

∂Ȧµ
= −F0µ. (75)

d = 3 d = 4
πµ

Uµν

Aµ

One difference from   and   is that at this point,
the conjugate momenta   are not affected by the gauge-
breaking coefficients,  ; hence, they are the same as in
Maxwell  electrodynamics  because  the  time derivative  of
the  photon  field    only  appears  in  the  Maxwell  term,
i.e.,  the  first  term  in  (72).  Therefore,  the  only  primary
constraint is 

ϕ(2)
1 = π

0 ≈ 0. (76)

Uµν
The  canonical  Hamiltonian  density  differs  by  only  one
term of   from that in Maxwell electrodynamics: 

H(2) = π
k∂kA0−

1
2
πkπk +

1
4

FikF ik − 1
2

UµνAµAν. (77)

This gives the total Hamiltonian density 

H(2)T =H(2)+u(2)ϕ(2)
1 . (78)

The influence of the gauge-breaking terms are reflec-
ted in the secondary constraint because it originates from
the  Poisson  bracket  between  the  primary  constraint  and
the  total  Hamiltonian,  which  is  now  gauge-breaking.  It
reads as 

ϕ(2)
2 = ∂kπ

k +U0µAµ ≈ 0. (79)

ϕ2The consistency condition of   is 
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ϕ̇(2)
2 = Uµk∂kAµ+U0k∂kA0−U0kπk +u(2)U00 ≈ 0, (80)

u(2) U00 , 0which provides the constraint on   when  : 

u(2) ≈ (U00)−1[U0k(πk −∂kA0)−Uµk∂kAµ]. (81)

π0 H(2) Ȧ0(x) =
{A0(x), H(2)T } = u(2)(x)
u(2) A0

A0

Noting  the  absence  of    in  ,  we  obtain 
. As a consequence, the meaning of

 is the time derivative of  . Combining (81), the time
component   of  the  photon  field  can  be  determined  by
the first-order differential equation.

ϕ(2)
1 ϕ(2)

2Finally, the Poisson bracket of   and   is 

{ϕ(2)
1 (x),ϕ(2)

2 (y)} = −U00δ(x−y). (82)

Uµν

ϕ(2)
1 ,ϕ

(2)
2

d = 4 d = 3
U00 = 0

When  the  gauge  breaking  coefficients    are  nonzero,
  are  both  second  class  constraints.  Similar  to  the

cases of   and  , we do not explore the case with
 in this study, which may induce more constraints.

Then, the number of physical degrees of freedom is 

NDOF =
1
2

(8−2) = 3. (83)

d = 2 U(1)
Again, compared to the standard Maxwell electrodynam-
ics, because   operators always break the   gauge
symmetry,  it  induces  one  additional  physical  degree  of
freedom. 

IV.  MAP TO SEVERAL SPECIFIC MODELS

U(1)

U(1)

The  Lorentz-violating  electrodynamics  presented  in
this  paper  provide  a  unifying  framework  for  describing
possible  violations  of  Lorentz  and    gauge  symmet-
ries in the electromagnetic interaction. In this section, we
present several specific modified electrodynamics by ex-
pressing  their  actions  in  the  form  of  (1)  and  summarize
their  Hamiltonian  structures  from  our  general  analysis.
We consider three specific theories, LIV, CFJ, and Proca
electrodynamics.  The  first  two  theories  only  break  the
Lorentz  symmetry  of  the  theory,  whereas  the  third  only
breaks   gauge symmetry. 

A.    LIV electrodynamics
We first consider LIV electrodynamics, which is pro-

posed in [27, 28], and the Lagrangian density is given by
[27, 28] 

LLIV = −
1
4

FµνFµν−
1
4

WµνρσFµνFρσ, (84)

which  corresponds  to  the  case  in  our  model  where  the

Uµνρσ Vµνρσ

d = 4
gauge-breaking  coefficients    and    are  set  as
zero  for  .  Using  the  result  from  (35)  and  (40),  we
obtain the constraint structure in this case as 

(ϕ1)LIV = π
0 ≈ 0, (85)

 

(ϕ2)LIV = ∂kπ
k ≈ 0. (86)

(ϕ2)LIV

T i j = Mi j = 0
Vµνρσ = Uµνρσ = 0

ϕ(4)
3

Oik
1 j Okli j

4 ϕ(4)
3

We must  verify  that  the  consistency  of    gives  no
new constraints.  Noting that   using (41) and
(48)  because  ,  we  only  need  to  check
whether    in  (49)  is  identically  zero  throughout  the
phase  space,  not  just  on  the  constraint  surface.  In  this
case, the only possible non-zero coefficients remaining in
(49) are   and  . According to (33), as a result, 
now changes to 

W0lik((D−1) jl+ (D−1)l j)∂k∂i(π j−N j)

+
1
2

(ηliηk j+W i jlk)∂k∂lFi j. (87)

W i jkl

i, j ηliηk j∂k∂l

(ϕ2)LIV

(ϕ1)LIV (ϕ2)LIV

Because  the  last  two  indices  of    are  antisymmetric,
and   in   are symmetric, (87) is equal to 0. This
proves that   does not give new constraints. In addi-
tion,  because  the  theory  has  gauge  symmetry,  both  the
constraints   and   are first-class; thus, the the-
ory  has  two  degrees  of  freedom,  the  same as  that  in  the
standard Maxwell electrodynamics. Our result is consist-
ent with the results in LIV [27, 28]. 

B.    CFJ electrodynamics
For  CFJ  electrodynamics,  the  Lagrangian  density  is

given by [35] 

LCFJ = −
1
4

FµνFµν+
1
2
ϵκµνρ(kAF)κAµFνρ, (88)

(kAF)κ

−1
2

S µνρ = 0 d = 3

with  the  caveat  that  the  coefficient    differs  by  a
factor  of    compared  to  that  in  [35].  The  Lagrangian
density  (88)  can  be  obtained  in  our  model  by  setting

 to zero in  . Similarly, according to the res-
ults of (63) and (66), we have two constraints for this the-
ory, 

(ϕ1)CFJ = π
0 = F00 ≈ 0, (89)

 

(ϕ2)CFJ = ∂kπ
k +

1
2

Fikϵ
j0ik (kAF) j ≈ 0, (90)

(ϕ1)CFJ (ϕ2)CFJ

(ϕ̇2)CFJ

where    is  the  primary constraint  and    is  the
secondary constraint.  According  to  (67),  it  can  be   con-
cluded  that    is  always  zero  in  the  phase  space  in
this  case,  which  does  not  generate  new constraints.  This
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kAF −1/2
(ϕ1)CFJ (ϕ2)CFJ

result confirms that in [35]; however, note that the coeffi-
cient    here  differs  by  a  factor  of    compared  to
that  in  [35].  Note  that  both    and    are  first-
class, and the number of degrees of freedom is the same
as that in the standard Maxwell electrodynamics. 

C.    Proca electrodynamics
d = 2 Uµν = m2ηµν

L(2)

When  ,  if  we  set  ,  the  Lagrangian
density    will return  to  the  case  of  Proca   electro-
dynamics [36]: 

LProca = −
1
4

FανFαν+
1
2

m2AµAµ, (91)

U(1)

Uµν ηµν m2

d = 3,4

where m is the mass of the photon. Because of this mass
term,  Proca  electrodynamics  break  the   gauge  sym-
metry  of  the  theory.  Replacing  the  constant  coefficients

 with  the  product  of  the  metric  tensor    and    is
the  reason  why  Proca  electrodynamics  does  not  break
Lorentz  symmetry,  because  the  product  is  also  a  tensor.
For  the  same  reason  as  ,  at  this  point,  the  theory
also has two constraints, 

(ϕ1)Proca = π
0 ≈ 0, (92)

 

(ϕ2)Proca = ∂kπ
k +m2A0 ≈ 0. (93)

(ϕ2)Proca

{(ϕ1)Proca(x), (ϕ2)Proca(y)} = m2δ
(x−y)

m2

Moreover,    gives  no  new  constraints.  They  are
both  second-class  because 

. Thus,  this  theory  propagates  three  physical   de-
grees of  freedom,  which  is  different  from  the  two   de-
grees of freedom in the standard Maxwell electrodynam-
ics and the cases with gauge invariance. These results are
consistent with those in [36], with the only difference be-
ing that their coefficient   differs from ours by a factor
of 1/2. 

V.  SUMMARY AND DISCUSSION

U(1)

In  this  study,  we  perform  an  extended  analysis  of
modified  electrodynamics  with  the  violations  of  both
Lorentz  symmetry  and    gauge  symmetry  in  the
framework  of  the  SME.  This  represents  an  extension  of
the  previous  construction  of  Lorentz-violating  electro-
dynamics  with  gauge  invariance  [24].  For  our  purposes,

U(1)

d ≤ 4

by  following  the  procedure  in  [24],  we  construct  the
quadratic Lagrangian  density  of  electrodynamics  by   al-
lowing the violations of both the Lorentz and   gauge
symmetries.  The  Lorentz-  and  gauge-violating  effects  in
the quadratic  Lagrangian are represented by new operat-
ors with a specific dimension  . With the constructed
quadratic  Lagrangian,  we  calculate  in  detail  the  number
of independent components of the Lorentz-violating oper-
ators at different dimensions in both the gauge invariance
and gauge violation cases.

d ≤ 4
d = 4 d = 3 d = 2

We then perform a Hamiltonian analysis of the gener-
al theory by considering Lorentz and gauge-breaking op-
erators  with  dimension    as  examples.  Specifically,
we perform the analysis  for  ,  ,  and  .  It  is
shown that the Lorentz-breaking operators with gauge in-
variance do  not  change  the  classes  of  the  theory   con-
strains and have the same number of physical degrees of
freedom as that in the standard Maxwell electrodynamics.
When  the U(1)  gauge  symmetry-breaking  operators  are
presented,  the  theories  generally  lack  a  first-class  con-
straint and  have  one  additional  physical  degree  of   free-
dom compared to the standard Maxwell electrodynamics.
The results  of  the  Hamiltonian  structure  and  the   corres-
ponding  number  of  degrees  of  freedom are  presented  in
Table 3.

U(1)

Finally, we  map  our  general  analysis  to  several   spe-
cific  modified electrodynamics,  including LIV, CFJ,  and
Proca electrodynamics.  While  the  first  two  theories   rep-
resent  two  specific  examples  of  Lorentz-violating  theor-
ies with gauge invariance, the third is a theory that breaks

  gauge symmetry  but  still  maintains  Lorentz   sym-
metry.  We  show  that  our  general  results  are  consistent
with the existing Hamiltonian analysis in the literature for
these specific examples.
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