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Abstract: Key  nuclear  inputs  for  the  astrophysical  r-process simulations  are  the  weak  interaction  rates.   Con-
sequently, the accuracy of these inputs directly affects the reliability of nucleosynthesis modeling. The majority of
the stellar rates, used in simulation studies are calculated by invoking the Brink-Axel (BA) hypothesis. The BA hy-
pothesis assumes that the strength functions of all parent excited states are the same as for the ground state, only shif-
ted in energies. However, the BA hypothesis has to be tested against microscopically calculated state-by-state rates.
In this project, we study the impact of the BA hypothesis on calculated stellar  -decay and electron capture rates.
Our investigation include both unique first forbidden (U1F) and allowed transitions for 106 neutron-rich trans-iron
nuclei  ([27,  77]  ≤ [Z, A]  ≤  [82,  208]).  The calculations  were performed using the  deformed proton-neutron quasi-
particle random-phase approximation (pn-QRPA) model with a simple plus quadrupole separable and schematic in-
teraction. Waiting-point and several key r-process nuclei lie within the considered mass region of the nuclear chart.
We computed electron capture and  -decay rates using two different prescriptions for strength functions. One was
based on invoking the  BA hypothesis  and the  other  was  the  state-by-state  calculation  of  strength  functions,  under
stellar density and temperature conditions ([10, 1] ≤ [ ( ), T( )] ≤ [1011, 30]). Our results show that the
BA  hypothesis  invoked  U1F  rates  are  overestimated  by  4–5  orders  of  magnitude  as  compared  to  microscopic
rates. For capture rates, more than two orders of magnitude differences were noted when applying the BA hypothes-
is. It was concluded that the BA hypothesis is not a reliable approximation, especially for  -decay forbidden trans-
itions.
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I.  INTRODUCTION
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In  astrophysical  measures,  forbidden  transitions  are
the key elements to study the weak nuclear processes ( -
decays and electron captures),  in addition to the allowed
transitions [1–4]. When the electron chemical potential of
the stellar interior approaches ~30 [MeV], first-forbidden
(FF) transitions become important relative to the allowed
Gamow-Teller  (GT)  rates.  The  -decay  half-lives  of
nuclei having large Z numbers and with Z and N beyond
closed  shells  have  sizable  contributions  from  FF  decays
[5,  6].  Reliable  calculation  of  weak  rates,  including  -
decay  (BD)  and  electron  capture  (EC),  on  heavy  trans-
iron neutron-rich nuclei (70 ≤ A ≤ 208) are a prerequisite
to  studying  the  rapid  neutron-capture  (r-)  process  [7–9].
Particularly, the weak rates associated with FF BD trans-
itions  on  closed-shell  waiting-point  (WP)  nuclei,  with  N

numbers 50,  82,  and  126,  can  potentially  affect  the  pro-
gression  of  matter  in  the  r-process pathway.  The   ob-
served  peaks  in  the  abundance  pattern  of  r-process  ele-
ments arise due to the deceleration of matter flow at these
WPs. Thus,  matter  assembles  at  the  WP,  and  nuclei   un-
dergo a series of BDs before the r-process recommences
[2, 10–16]. The high temperature (> 1 GK) and high neut-
ron density (> 1020 g/cm3) conditions associated with the
neutron-star  to  neutron-star  collisions  [17]  and  core-col-
lapse  supernovae (CCSNe)[11] establish  a  site  for  creat-
ing the r-process elements.

The weak rates  are calculated based on charge-chan-
ging  strength  functions  or  transition  probabilities.  The
charge-exchange reactions  provide  GT  strength  distribu-
tion data from the ground states of high mass nuclei (e.g.,
[18–23]). However,  measurements  can  provide   informa-
tion only for a limited number of nuclei. In addition, in an
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exotic stellar environment, states can be thermally popu-
lated, and transitions from the excited states,  which gen-
erally are  not  measurable  under  lab  conditions,   contrib-
ute  significantly  [7,  24]. Despite  the  improved  measure-
ment  facilities  on  new  heavy-ion  accelerators  (e.g.,
[25–29]), obtaining satisfactory and accurate information
from  high-lying  excited  states  using  experiments  seems
daunting.  Consequently,  astrophysical  simulations  rely
heavily  on  theoretical  estimations.  However,  it  is  still
challenging for  nuclear  models  to  perform  rate   calcula-
tions near neutron (proton) drip lines and regions of high-
er mass nuclei, owing to the complex structures of correl-
ated many-body nuclear systems. The majority of the pre-
viously  calculated  set  of  weak  rate  calculations  [24,
30–33]  used  an  approximate  method  invoking  the  so-
called Brink-Axel (BA) hypothesis [34, 35]. Several stud-
ies  have  investigated  the  accuracy  of  the  BA hypothesis
[36–47].  Most  of  these  works  have  shown  that  the  BA
hypothesis is  a  poor  approximation for  usage in  calcula-
tions related to  stellar  weak rates.  The test  of  the  effect-
iveness of the BA hypothesis is crucial for reliable estim-
ation of stellar weak rates. To the best of our knowledge,
earlier  studies  did  not  cover  the r-process  nuclei  nor  the
validity  of  the  BA  hypothesis  for  computing  forbidden
transitions. The  present  investigation  reports  the   effect-
iveness  of  the  BA  hypothesis  for  calculating  the  stellar
(EC and BD) weak rate. We selected 106 r-process nuc-
lei (27 ≤ Z ≤ 82 and 70 ≤ A ≤ 208) and studied their al-
lowed  and  U1F  transitions  under  stellar  conditions.  The
calculation  of  terrestrial  BD  half-lives  and  β-delayed
neutron-emission probabilities of the nuclei has remained
the focus of  many past  investigations.  These include ex-
perimental  [25–27, 29, 48]  and  theoretical  studies  based
on the shell model [3, 32, 49], QRPA +Gross theory [2],
density functional + continuum QRPA [16, 50], empiric-
al  calculations  [51],  machine  learning  [52],  relativistic
Hatree-Bogoliubov + QRPA [15], pn-QRPA [53, 54], and
relativistic QRPA [55].

The current  manuscript  is  structured as follows.  Sec-
tion II briefly describes the pn-QRPA formalism calculat-
ing the strength functions and decay rates for the U1F and
allowed  (GT)  transitions.  The  results  are  discussed  in
Sec.  III.  Finally,  Sec.  IV  highlights  the  findings  of  the
current investigation. 

II.  THEORETICAL FORMALISM

A  simple  and  microscopic  theoretical  framework
based on the pn-QRPA theory was employed to check the
reliability of  the  BA  hypothesis  for  weak  rate   calcula-
tions, including U1F and allowed GT transitions. Using a
separable and schematic interaction made access to up to
7 major oscillatory shells model space possible in the cur-
rent  calculation.  This  enabled  us  to  calculate  strength
functions in a state-by-state fashion for high-mass nuclei

considered in  this  project.  This  simple  yet  effective  mi-
croscopic approach has wide applications in astrophysic-
al studies [4, 6, 56, 57].

Γ̂ω| >= 0

The  pn-QRPA  theory  deals  with  the  quasiparticle
states of proton-neutron systems and correlations between
them. The ground state is a vacuum for the QRPA phon-
on,  QRPA ,  with  the  phonon  creation  operator
defined by 

Γ̂†ω(µ) =
∑
π,ν

Xπνω (µ)â†πâ
†
ν̄ −Yπνω (µ)âνâπ̄, (1)

(â†, â)

πν µ = mπ−mν
mπ(mν)

Xω Yω

where ν and π, respectively, denote the neutron and pro-
ton single quasiparticle states, and   are the creation
and  annihilation  operators  of  these  states.  The  sum runs
over all possible  -pairs which satisfy  , with

 being the third component of angular momentum.
The  forward-going  ( )  and  backward-going  ( )  amp-
litudes and energy (ω) are the eigenvectors and eigenval-
ues, respectively, of the famous (Q)RPA equation  [

M N

−N −M

][
X

Y

]
= ω

[
X

Y

]
. (2)

µ = 0, ±1
µ = 0, ±1, ±2

The solution  of  the  RPA  equation  (Eq.  (2))  was   ob-
tained  for  each  projection  value  (   for  allowed
and   for U1F transitions). The M and N mat-
rix elements are given by 

Mπν,π′ν′ =δπν,π′ν′ (επ+εν)

+Vpp
πν,π′ν′ (vπvνvπ′vν′ +uπuνuπ′uν′ )

+Vph
πν,π′ν′ (vπuνvπ′uν′ +uπvνuπ′vν′ ), (3)

 

Nπν,π′ν′ =Vpp
πν,π′ν′ (uπuνvπ′vν′ + vπvνuπ′uν′ )

−Vph
πν,π′ν′ (vπuνuπ′vν′ +uπvνvπ′uν′ ), (4)

επ, εν
uπ(ν),vπ(ν) u2+ v2 = 1

where  the  quasiparticle  energies  ( ) and  the  occupa-
tion amplitudes ( ), which satisfy  , were
obtained from the BCS calculations. In the first step, the
quasiparticle  basis  was  constructed  in  terms  of  nucleon
states  and  defined  by  Bogoliubov  transformation  with
pairing  correlations.  Later,  in  the  quasiparticle  proton-
neutron pairs, the computation of the RPA equation (Eq.
(2))  was  performed  with  separable  GT  residual  forces,
namely  particle-hole  (ph)  and  particle-particle  (pp)
forces. We took the pp GT force as [58] 

V̂pp(GT) = −2κGT

∑
µ

(−1)µP̂†µP̂−µ, (5)

where 
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P̂†µ =
∑

jπmπ jνmν

⟨ jνmν|(σµτ−)†| jπmπ⟩(−1)lν+ jν−mν ĉ†jπmπ ĉ
†
jν−mν , (6)

and the ph GT force is [59] 

V̂ph(GT) = 2χGT

∑
µ

(−1)µR̂µR̂†−µ, (7)

where 

R̂µ =
∑

jπmπ jνmν

⟨ jπmπ|σµτ−| jνmν⟩ĉ†jπmπ ĉ jνmν . (8)

χGT, κGT

Introducing  positive  values  of  force  constants
( ),  ensured  the  attractive  and  repulsive  nature  of
the pp  and  ph  GT  forces,  respectively.  Using  the   separ-
able GT forces  in  the  calculation,  the  RPA matrix  equa-
tion  is  reduced  to  a  4th  order  algebraic  equation.  The
method to  determine  the  roots  of  these  equations  can be
seen in [60]. This saves the computational time relative to
the full diagonalization of the nuclear Hamiltonian.

Jπ = 0+
In  the  RPA  formalism,  excitations  from  the  ground

state  ( )  of  an  even-even  nucleus  are  considered.
The ground-state of an odd-odd (odd-A) parent nucleus is
expressed as a proton-neutron quasiparticle pair (one qua-
siparticle) state of the smallest energy. Then, the two pos-
sible transitions are the phonon excitations (in which qua-
siparticle  merely  plays  the  role  of  a  spectator)  and  the
transition of  the  quasiparticle.  In  the  latter  case,  correla-
tions  of  phonon  to  the  quasiparticle  transitions  were
treated  in  first-order  perturbation  [61,  62].  Next,  we
present  quasiparticle  transitions,  construction of  phonon-
related multi-quasiparticle states (representing nuclear ex-
cited levels of even-even, odd-A, and odd-odd nuclei) and

formulae of  GT  transitions  within  the  current  model   us-
ing the  recipe  given by [60].  The phonon-correlated  one
quasiparticle states are defined by 

|πcorr⟩ = a†π|−⟩+
∑
ν,ω

a†νA
†
ω(µ)|−⟩ ⟨−|[a†νA†ω(µ)]†H31a†π|−⟩

×Eπ(ν,ω),

(9)

 

|νcorr⟩ = a†ν |−⟩+
∑
π,ω

a†πA
†
ω(−µ)|−⟩ ⟨−|[a†πA†ω(−µ)]†H31a†ν |−⟩

×Eν(π,ω),

(10)

with 

Ea(b,ω) =
1

ϵa− ϵb−ω
, a,b = π,ν, (11)

Ea(b,ω)

mπ−mν = µ πππν = 1

where  the  terms   can  be  modified  to  prevent  the
singularity in the transition amplitude caused by the first-
order perturbation of the odd-particle wave function. The
first term in Eq. (9) and Eq. (10) denotes the proton (neut-
ron)  quasiparticle  state,  while  the  second  term  denotes
RPA  correlated  phonons  admixed  with  quasiparticle
phonon  coupled  Hamiltonian  H31, which  was   accom-
plished by Bogoliubov transformation from separable pp
and  ph  GT interaction  forces.  The  summation  applies  to
all  phonon  states  and  neutron  (proton)  quasiparticle
states,  satisfying   with  . The   calcula-
tion of  the  quasiparticle  transition  amplitudes  for  correl-
ated  states  can  be  seen  in  [63].  The  amplitudes  of  GT
transitions in terms of separable forces are

< πcorr|τ−σµ|νcorr >=qU
πν+2χGT [qU

πν

∑
ω

(Z−2
ω Eπ(ν,ω)+Z+2

ω Eν(π,ω))

−qV
πν

∑
ω

Z−ωZ+ω(Eπ(ν,ω)+Eν(π,ω))]+2κGT [qπν
∑
ω

(Z−ωZ−ωEπ(ν,ω)−Z+ωZ++ω Eν(π,ω))

− q̃πν
∑
ω

(Z−ωZ++ω Eπ(ν,ω)−Z+ωZ−ωEν(π,ω))], (12)
 

< πcorr|τ+σµ|νcorr >=qV
πν+2χGT [qV

πν

∑
ω

(Z+2
ω Eπ(ν,ω)+Z−2

ω Eν(π,ω))

−qU
πν

∑
ω

Z−ωZ+ω(Eπ(ν,ω)+Eν(π,ω))]+2κGT [q̃πν
∑
ω

(Z+ωZ++ω Eπ(ν,ω)−Z−ωZ−ωEν(π,ω))

−qπν
∑
ω

(Z+ωZ−ωEπ(ν,ω)−Z−ωZ++ω Eν(π,ω))], (13)

 

< νcorr|τ±σ−µ|πcorr >= (−1)µ < πcorr|τ∓σµ|νcorr > . (14)
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σµ τ±

qπν q̃πν qU
πν qV

πν Z−ω Z+ω Z−ω Z++ω

In  Eqs.  (12),  (13),  and  (14),    and    are  spin  and
iso-spin type  operators,  respectively,  and  the  other   sym-
bols   ( ),   ( ),   ( ) and   ( ) are defined
as 

qπν = fπνuπvν, qU
πν = fπνuπuν,

q̃πν = fπνvπuν, V
πν = fπνvπvν

Z−ω =
∑
π,ν

(Xπνω qπν−Yπνω q̃πν),

Z+ω =
∑
π,ν

(Xπνω q̃πν−Yπνω qπν),

Z−ω =
∑
π,ν

(Xπνω qU
πν+Yπνω qV

πν),

Z++ω =
∑
πν

(Xπ,νω qV
πν+Yπνω qU

πν). (15)

Xπνω YπνωThe terms   and   were defined earlier, and other
symbols  have  usual  meanings.  The  idea  of  quasiparticle
transitions with first-order phonon correlations can be ex-
tended to an odd-odd parent nucleus. The ground state is
assumed to be a proton-neutron quasiparticle pair state of
the smallest  energy.  The  GT  transitions  of  the   quasi-
particle  lead  to  two-proton  or  two-neutron  quasiparticle
states in the even-even daughter nucleus. The two quasi-
particle states were constructed with phonon correlations
and given by 

|πνcorr > = a†πa
†
ν |− > +

1
2

∑
π′1 ,π

′
2 ,ω

a†π′1 a†π′2 A†ω(−µ)|− >

× < −|[a†π′1 a†π′2 A†ω(−µ)]†H31a†πa
†
ν |− > Eπν(π′1π

′
2,ω)

+
1
2

∑
ν′1 ,ν

′
2 ,ω

a†ν′1 aν′2 A†ω(µ)|− >

× < −|[a†ν′1 a†ν′2 A†ω(µ)]†H31a†πa
†
ν |− > Eπν(ν′1ν

′
2,ω),

(16)

 

< π1π2corr| = a†π1
a†π2
|− > +

∑
π′ ,ν′ ,ω

a†π′a
†
ν′A
†
ω(µ)|− >

× < −|[a†π′a†ν′A†ω(µ)]†H31a†π1
a†π2
|− >

×Eπ1π2 (π′ν′,ω), (17)

 

< ν1ν2corr| = a†ν1 a†ν2 |− > +
∑
π′ ,ν′ ,ω

a+π′a
†
ν′A
†
ω(−µ)|− >

× < −|[a†π′a†ν′A†ω(−µ)]†H31a†ν1 a†ν2 |− >

×Eν1ν2 (π′ν′,ω), (18)

where, 

Eab(cd,ω) =
1

(ϵa+ ϵb)− (ϵc+ ϵd +ω)
(19)

π, π1 ν1 ν, π2

ν2 π′, π′1 ν′1 ν
′, π′2 ν′2

where  subscript  index  a  (b)  denotes  ,  and    (
and  ),  and c  (d)  denotes  ,  and    (  and  ).
The  GT  transition  amplitudes  between  these  states  were
reduced to those of one quasiparticle states 

< π1π2corr|τ±σµ|πνcorr >

= δ(π1,π) < π2corr|τ±σµ|νcorr >

−δ(π2,π) < π1corr|τ±σµ|νcorr >, (20)

 

< ν1ν2corr|τ±σ−µ|πνcorr >

= δ(ν2, ν) < ν1corr|τ±σ−µ|πcorr >

−δ(ν1, ν) < ν2corr|τ±σ−µ|πcorr >, (21)

by  ignoring  the  terms  of  second  order  in  the  correlated
phonons. QRPA phonon excitations are also possible for
the  odd-odd  parent  nuclei,  where  the  quasiparticle  pair
acts  as  spectators  in  the same single  quasiparticle  shells.
The  nuclear  excited  states  can  be  constructed  as  phonon
correlated multi  quasiparticle  states.  The  transition  amp-
litudes between  the  multi  quasiparticle  states  can  be   re-
duced  to  those  of  one  quasiparticle  states,  as  described
below.

The  excited  levels  of  an  even-even  nucleus  are  the
two-proton  and  two-neutron quasiparticle  states.   Trans-
itions from these initial states to final neutron-proton qua-
siparticle pair states are possible in the odd-odd daughter
nuclei. The  transition  amplitudes  can  be  reduced  to   cor-
related quasiparticle  states  by  taking  the  Hermitian   con-
jugate of Eqs. (20) and (21) 

< πνcorr|τ±σ−µ|π1π2corr >

= −δ(π,π2) < νcorr|τ±σ−µ|π1corr >

+δ(π,π1) < νcorr|τ±σ−µ|π2corr >, (22)

 

< πνcorr|τ±σµ|ν1ν2corr >

= δ(ν,ν2) < πcorr|τ±σµ|ν1corr >

−δ(ν,ν1) < πcorr|τ±σµ|ν2corr > . (23)

When a nucleus has an odd nucleon (a proton and/or a
neutron), low-lying states are obtained by lifting the qua-
siparticle in the orbit of the smallest energy to higher-ly-
ing  orbits.  States  of  an  odd-proton even-neutron  nucleus
were expressed by three-proton states or one proton two-
neutron states,  corresponding  to  the  excitation  of  a   pro-
ton or neutron 
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|π1π2π3corr⟩ = a†π1
a†π2

a†π3
|−⟩+ 1

2

∑
π
′
1 ,π
′
2 ,ν
′
,ω

a†
π
′
1
a†
π
′
2
a†
ν
′A†ω(µ)|−⟩

× ⟨−|[a†
π
′
1
a†
π
′
2
a†
ν
′A†ω(µ)]†H31a†π1

a†π2
a†π3
|−⟩

×Eπ1π2π3 (π
′
1π
′
2ν
′
,ω),

(24)

 

|π1ν1ν2corr⟩ = a†π1
a†ν1 a†ν2 |−⟩+

1
2

∑
π
′
1 ,π
′
2 ,ν
′
,ω

a†
π
′
1
a†
π
′
2
a†
ν
′A†ω(−µ)|−⟩

× ⟨−|[a†
π
′
1
a†
π
′
2
a†
ν
′A†ω(−µ)]†H31a†π1

a†ν1 a†ν2 |−⟩

×Eπ1ν1ν2 (π
′
1π
′
2ν
′
,ω)

+
1
6

∑
ν
′
1 ,ν
′
2 ,ν
′
3 ,ω

a†
ν
′
1
a†
ν
′
2
a†
ν
′
3
A†ω(µ)|−⟩

× ⟨−|[a†
ν
′
1
a†
ν
′
2
a†
ν
′
3
A†ω(µ)]†H31a†π1

a†ν1 a†ν2 |−⟩

×Eπ1ν1ν2 (ν
′
1ν
′
2ν
′
3,ω),

(25)

with the energy denominators of first order perturbation,
 

Eabc(def,ω) =
1

(ϵa+ ϵb+ ϵc− ϵd − ϵe− ϵ f −ω)
, (26)

π1 π2 π3 ν1 ν2 π
′
1

π′2 ν
′ ν′1 ν

′
2 ν′2

ν←→ π A†ω(µ)←→ A†ω(−µ)

where the subscripts represent  ,  ,  ,  ,  and   ( ,
,  ,  ,   and  ). These equations can be used to gen-

erate  the  three  quasiparticle  states  of  odd-proton  and
even-neutron by swapping the neutron and proton states,

  and  .  The  amplitudes  of  the
quasiparticle  transitions  between  the  three  quasiparticle
states were  reduced  to  those  for  correlated  one   quasi-
particle states. For parent nuclei with an odd proton,
 

⟨π′1π
′
2ν
′
1corr|τ±σ−µ|π1π2π3corr⟩

= δ(π
′
1,π2)δ(π

′
2,π3)⟨ν′1corr|τ±σ−µ|π1corr⟩

−δ(π′1,π1)δ(π
′
2,π3)⟨ν′1corr|τ±σ−µ|π2corr⟩

+δ(π
′
1,π1)δ(π

′
2,π2)⟨ν′1corr|τ±σ−µ|π3corr⟩, (27)

 

⟨π′1π
′
2ν
′
1corr|τ±σµ|π1ν1ν2corr⟩

= δ(ν
′
1, ν2)[δ(π

′
1,π1)⟨π′2corr|τ±σµ|ν1corr⟩

−δ(π′2,π1)⟨π′1corr|τ±σµ|ν1corr⟩]

−δ(ν′1, ν1)[δ(π
′
1,π1)⟨π′2corr|τ±σµ|ν2corr⟩

−δ(π′2,π1)⟨π′1corr|τ±σµ|ν2corr⟩], (28)
 

⟨ν′1ν
′
2ν
′
3corr|τ±σ−µ|π1ν1ν2corr⟩

= δ(ν
′
2, ν1)δ(ν

′
3, ν2)⟨ν′1corr|τ±σ−µ|π1corr⟩

−δ(ν′1, ν1)δ(ν
′
3, ν2)⟨ν′2corr|τ±σ−µ|π1corr⟩

+δ(ν
′
1, ν1)δ(ν

′
2, ν2)⟨ν′3corr|τ±σ−µ|π1corr⟩, (29)

and for the parent nuclei with an odd neutron 

⟨π′1ν
′
1ν
′
2corr|τ±σµ|ν1ν2ν3corr⟩

= δ(ν
′
1, ν2)δ(ν

′
2, ν3)⟨π′1corr|τ±σµ|ν1corr⟩

−δ(ν′1, ν1)δ(ν
′
2, ν3)⟨π′1corr|τ±σµ|ν2corr⟩

+δ(ν
′
1, ν1)δ(ν

′
2, ν2)⟨π′1corr|τ±σµ|ν3corr⟩, (30)

 

⟨π′1ν
′
1ν
′
2corr|τ±σ−µ|π1π2ν1corr⟩

= δ(π
′
1,π2)[δ(ν

′
1, ν1)⟨ν′2corr|τ±σ−µ|π1corr⟩

−δ(ν′2, ν1)⟨ν′1corr|τ±σ−µ|π1corr⟩]

−δ(π′1,π1)[δ(ν
′
1, ν1)⟨ν′2corr|τ±σ−µ|π2corr⟩

−δ(ν′2, ν1)⟨ν′1corr|τ±σ−µ|π2corr⟩], (31)

 

⟨π′1π
′
2π
′
3corr|τ±σµ|π1π2ν1corr⟩

= δ(π
′
2,π1)δ(π

′
3,π2)⟨π′1corr|τ±σµ|ν1corr⟩

−δ(π′1,π1)δ(π
′
3,π2)⟨π′2corr|τ±σµ|ν1corr⟩

+δ(π
′
1,π1)δ(π

′
2,π2)⟨π′3corr|τ±σµ|ν1corr⟩. (32)

Low-lying  states  in  an  odd-odd nucleus  were   ex-
pressed in the quasiparticle picture by proton-neutron pair
states (two quasiparticle states) or by states that were ob-
tained  by  adding  two  proton  or  two-neutron  quasi-
particles  (four  quasiparticle  states).  Transitions  from  the
former  states  were  described  earlier.  Phonon-correlated
four  quasiparticle  states  can  be  constructed  similarly  to
the  two and three  quasiparticle  states.  Also,  in  this  case,
transition amplitudes for the four quasiparticle states were
reduced  into  those  for  the  correlated  one  quasiparticle
states 

< π
′
1π
′
2ν
′
1ν
′
2corr|τ±σ−µ|π1π2π3ν1corr >

= δ(ν
′
2, ν1)[δ(π

′
1,π2)δ(π

′
2,π3) < ν

′
1corr|τ±σ−µ|π1corr >

−δ(π′1,π1)δ(π
′
2,π3) < ν

′
1corr|τ±σ−µ|π2corr >

+δ(π
′
1,π1)δ(π

′
2,π2) < ν

′
1corr|τ±σ−µ|π3corr >]

−δ(ν′1, ν1)[δ(π
′
1,π2)δ(π

′
2,π3) < ν

′
2corr|τ±σ−µ|π1corr >

−δ(π′1,π1)δ(π
′
2,π3) < ν

′
2corr|τ±σ−µ|π2corr >

+δ(π
′
1,π1)δ(π

′
2,π2) < ν

′
2corr|τ±σ−µ|π3corr >], (33)
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< π
′
1π
′
2π
′
3π
′
4corr|τ±σµ|π1π2π3ν1corr >

= −δ(π′2,π1)δ(π
′
3,π2)δ(π

′
4,π3) < π

′
1corr|τ±σµ|ν1corr >

+δ(π
′
1,π1)δ(π

′
3,π2)δ(π

′
4,π3) < π

′
2corr|τ±σµ|ν1corr >

−δ(π′1,π1)δ(π
′
2,π2)δ(π

′
4,π3) < π

′
3corr|τ±σµ|ν1corr >

+δ(π
′
1,π1)δ(π

′
2,π2)δ(π

′
3,π3) < π

′
4corr|τ±σµ|ν1corr >, (34)

 

< π
′
1π
′
2ν
′
1ν
′
2corr|τ±σµ|π1ν1ν2ν3corr >

= δ(π
′
1,π1)[δ(ν

′
1, ν2)δ(ν

′
2, ν3) < π

′
2corr|τ±σµ|ν1corr >

−δ(ν′1, ν1)δ(ν
′
2, ν3) < π

′
2corr|τ±σµ|ν2corr >

+δ(ν
′
1, ν1)δ(ν

′
2, ν2) < π

′
2corr|τ±σµ|ν3corr >]

−δ(π′2,π1)[δ(ν
′
1, ν2)δ(ν

′
2, ν3) < π

′
1corr|τ±σµ|ν1corr >

−δ(ν′1, ν1)δ(ν
′
2, ν3) < π

′
1corr|τ±σµ|ν2corr >

+δ(ν
′
1, ν1)δ(ν

′
2, ν2) < π

′
1corr|τ±σµ|ν3corr >], (35)

 

< ν
′
1ν
′
2ν
′
3ν
′
4corr|τ±σ−µ|π1ν1ν2ν3corr >

= +δ(ν
′
2, ν1)δ(ν

′
3, ν2)δ(ν

′
4, ν3) < ν

′
1corr|τ±σ−µ|π1corr >

−δ(ν′1, ν1)δ(ν
′
3, ν2)δ(ν

′
4, ν3) < ν

′
2corr|τ±σ−µ|π1corr >

+δ(ν
′
1, ν1)δ(ν

′
2, ν2)δ(ν

′
4, ν3) < ν

′
3corr|τ±σ−µ|π1corr >

−δ(ν′1, ν1)δ(ν
′
2, ν2)δ(ν

′
3, ν3) < ν

′
4corr|τ±σ−µ|π1corr > . (36)

The  antisymmetrization  of  the  quasi-particles  was
duly considered for each of these amplitudes.
π
′
4 > π

′
3 > π

′
2 > π

′
1 ν

′
4 > ν

′
3 > ν

′
2 > ν

′
1 π4 > π3 > π2 > π1

ν4 > ν3 > ν2 > ν1

,  ,  ,
.

The GT transitions were considered for each phonon's
excited state. It was assumed that the quasiparticle in the
parent  nucleus  occupies  the  same  orbit  as  the  excited
phonons.

The  form  of  the  Hamiltonian  for  a  many-particle
QRPA system is 

HQRPA = Hsp+ V̂pairing+ V̂pp(GT)+ V̂ph(GT), (37)

Hsp

V̂pp(GT) V̂ph(GT)

V̂pairing

∆ππ ∆νν

∆νν
∆ππ

where   is the single-particle Hamiltonian whose ener-
gies  and  wave-vectors were  calculated  using  the   de-
formed  Nilsson  model  [64].    (Eq.  (5))  and 
(Eq. (7)) were introduced earlier in this section. The pair-
ing correlations ( ) were considered within the BCS
formalism with fixed pairing gaps between proton-proton
( )  and  neutron-neutron  ( )  systems.  The  values  of
pairing  gaps  were  calculated  using  empirical  formulae
[65]  between  neutron-neutron  ( )  and  proton-proton
( ) systems. The expressions for these gaps were given
by 

∆νν =
(−1)1−Z+A[S ν(A−1,Z)−2S ν(A,Z)+S ν(A+1,Z)]

4
,

∆ππ =
(−1)1+Z[S π(A−1,Z−1)−2S π(A,Z)+S π(A+1,Z+1)]

4
,

(38)

S π
S ν
where the proton and neutron separation energies,   and
,  respectively,  were  taken  from  [66]  for  cases  where

the latest  experimental  data [67] were not available.  The
nuclear deformation values were taken from [68], and the
mass excess values were adopted from [67], The Nilsson
oscillatory constant was chosen as 

Ω =
45

A1/3
− 25

A2/3
, (39)

with  the  same  values  for  neutrons  and  protons,  and  the
Nilsson  potential  parameters  were  used  to  compute  the
weak rates.

σµ τ±
rYlm Ylm

We  calculated  both  U1F  and  allowed  transitions  in
this  work.  The  allowed  transitions  depend  only  on  spin
( )  and  iso-spin  ( )  type  operators,  while  forbidden
transitions also contain   where   are the associated
spherical harmonics.

The matrix elements of the U1F transitions in the pp
and ph directions were given by 

V pp
πν,π′ν′ = −2κU1F fπν(µ) fπ′ν′ (µ), (40)

 

Vph
πν,π′ν′ = 2χU1F fπν(µ) fπ′ν′ (µ), (41)

χU1F κU1F

fπν(µ)

where the  ph  and  pp  interaction  constants  are   respect-
ively referred to as   and  , and the single-particle
amplitude ( ) of the U1F transition is given by 

fπν(µ) = ⟨π|τ−r[σY1]2µ|ν⟩, (42)

|ν⟩ |π⟩

0,±1 ±2

where  the  parities  of  the  neutron  ( )  and  proton  ( )
states are opposite to each other [1], and μ takes the val-
ues  ,  and  .  The parametrization of  the ph and pp
strength  interaction  constants,  for  both  the  allowed  and
U1F transitions, were adopted from [1].

λi fThe partial decay rate ( ) for any transition between
the  parent  (i)  and  the  daughter  (f)  states  was  calculated
using 

λi f =

Å
m5

ec4g2

2h̄7π3

ã
Φi f (Efermi,T,ρ)Bi f , (43)

gV gA Bi f

Φi f

depending  on  the  g  (weak  coupling  constant)  involving
both vector ( ) and axial-vector ( ) type constants, 
(reduced transition probabilities) and   (phase-space in-
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tegrals). For the continuum (allowed) EC, these integrals
were computed using 

ΦEC
i j =

∫ ∞

wl

w(w2−1)1/2(wm+w)2(G−)F(+Z,w) dw, (44)

while the allowed BD was calculated as follows: 

ΦBD
i j =

∫ wm

1
w(w2−1)1/2(wm−w)2(1−G−)F(+Z,w) dw, (45)

ΦU1F
i f

For the U1F transition, the expression of phase-space
integrals ( ) is given below
 

ΦU1F
i j =

∫ wm

1
{w(w2−1)1/2(wm−w)2(1−G−)[F1(Z,w)

(wm−w)2+F2(Z,w)(w2−1)]} dw. (46)

h̄ = me =

c = 1
wl

wm

G−

In  Eqs.  (44)−(46),  we  used  natural  units  (
).  w  denotes the  total  electron  energy,  which   in-

cludes the kinetic and rest mass energies, and   signifies
the energy threshold for EC, while   represents the total
BD energy. The symbol   denotes the Fermi Dirac dis-
tribution  function  for  electrons.  The  Fermi  functions  (F,
F1, and F2) used in this study were adopted from [69].

Bi fThe reduced transition probability ( ) is given as 

Bi f =

Å
gA

gV

ã2

B(GT±)i f +B(F±)i f , (47)

B(GT±)i f B(F±)i f

gA

gV
= −1.2694

where   and   are the GT and Fermi trans-
ition probabilities,  respectively.  In Eq.  (47),  the value of

  (taken  from  [70]).  The  expressions  for
these probabilities are 

B(F±)i f =
|⟨ f ||Ô||i⟩|2

2Ji+1
; Ô =

∑
l

τl
±, (48)

and 

B(GT±)i f =
|⟨ f ||Ô||i⟩|2

2Ji+1
; Ô =

∑
l

τl
±σ

l, (49)

where  the  symbols  have  their  usual  meanings.  For  the
U1F transition, the reduced probability is 

B(U1F)i f =
1
6
η2w2− 1

6
η2wmw+

1
12
η2(w2

m−1), (50)

where 

η =2gA(2Ji+1)−1/2⟨ f ||
∑

l

rl[Cl
1× σ⃗]2τl

−||i⟩,

Ckk′ =

Å
4π

2l+1

ã1/2

Ykk′ , (51)

The  partial  rates  were  summed  over  all  states  in  the
parent and daughter nuclei to obtain the required conver-
gence in the rates. The expression for the total rate is giv-
en by 

λ =
∑

i f

Piλi f , (52)

where the excited state occupation probability (Pi) of the
parent  nuclei  is  determined  by  applying  the  normal
Boltzmann distribution.

λF λBA

In  Eq.  (52),  total  rates  (λ) have  been  determined  us-
ing  the pn-QRPA  formalism,  where  state-by-state  trans-
itions between excited and ground states of the parent and
daughter  nuclei  were  considered  when  calculating  the
strength  functions  in  a  totally  microscopic  fashion.  The
rates based on the BA hypothesis were estimated by rep-
licating the strength functions for all parent excited states
with  ground  level  strengths  [30].  Hereafter,  microscopic
(Full) pn-QRPA rates  and  those  based  on  the  BA hypo-
thesis would be referred to as   and  , respectively.

λF λBA

R̄

To  compare  the    and    rates,  we  introduce  two
new parameters.  These  are  the  ratios  and  average   devi-
ations  of  the  calculated  rates.  The  algebraic  expressions
for the ratio (Ri) and the average deviation ( ) are 

Ri =


λF/λBA if λF ≥ λBA

λBA/λF if λF < λBA,

(53)

 

R̄ =
∑k

i=1 Ri

k
, (54)

where  k  denotes  the  total  count  of  temperature-density
points considered in the analysis. 

III.  RESULTS AND DISCUSSIONS

As stated earlier, this study aims to present a quantit-
ative analysis of the reliability of BA rates, especially for
U1F transitions.  Our  work  builds  on  our  previous   re-
search,  which  focused  only  on  allowed  transitions  [47].
For the current study, we selected a specific region com-
prising 106 nuclei with A and Z ranging from (70 – 208)
and  (27  –  82),  respectively.  This  region  is  particularly
sensitive to  the r-process.  The selected nuclei  have been
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reported in theoretical [2–4, 6, 12, 14–16, 32, 49–52, 55]
and experimental [25–27, 29, 48] works. To check the re-
liability of the current model, we first present a comparis-
on  between  the  pn-QRPA calculated  strength   distribu-
tions  for  allowed GT transitions  and  measured  data.  For
this  purpose,  we applied a  smearing technique involving
Lorentzian fitting to the theoretical  strength distributions
with an artificial width based on the calculated spectrum.

This  technique  has  been  commonly  used  [21–23,  71]  to
compare the experimental (measured in MeV-1 units) and
theoretical  strength  distributions.  A  decent  comparison
between  theory  and  experiment  can  be  seen  from  Figs.
1−2  in  (GT)+  and  (GT)-  directions,  respectively.  In  both
of these figures, the GT strengths [MeV−1] are plotted as a
function of excitation energies [MeV] of the correspond-
ing  daughter  nuclei  (along  the  abscissa).  It  is  noted  that

 

Fig. 1.    (color online) Comparison of the pn-QRPA calculated GT+ strength distributions of 76Se, 93Nb, and 150Sm with measured data
taken from [72], [71], and [22], respectively.

 

Fig. 2.    (color online) Comparison of the pn-QRPA calculated GT- strength distributions of 132Sn, 150Nd, and 208Pb with measured data
taken from the [21- 23], respectively.
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the strength is well fragmented. After establishing the re-
liability of current model, we next proceed to further our
investigation using the pn-QRPA model.

The  current  and  Homma  et  al.  [1]  calculations  used
the  same  nuclear  Hamiltonian  in  the  framework  of  pn-
QRPA with  a  schematic  GT  residual  interaction.   Addi-
tionally,  incorporating  the  U1F  transitions  in  our  model
was done per the recipe given in [1]. The reliability of the
current model for calculating the U1F transitions was dis-
cussed earlier  in  [1]. Table  1  reproduces  the  data  shown
in  [1]  with  the  latest  measured  half-lives  [67].  A  decent
agreement  between  the  calculated  and  measured  half-
lives  is  obtained for  39Ar and  41Ca,  for  which β-decay is
known experimentally  to  be  dominated  by  U1F   trans-
itions. It may be seen from Table 1 that, for certain cases,
taking only the allowed and U1F transitions into account
overestimates  the  β-decay  half-lives.  This  suggests  that
rank  0  and  1  FF  transitions  significantly  contribute  to
these nuclei. Work on the code to include non-unique FF
transitions  in  the  stellar  rate  calculations  is  currently  in
progress,  and  we  plan  to  report  our  findings  in  the  near
future.

As mentioned earlier, previous works focused only on
the calculations and measurements of half-lives and beta-
delayed neutron-emission probabilities for the nuclei cur-

rently under  investigation.  However,  evaluating  the   reli-
ability of the BA hypothesis in calculating the stellar rates
for  the  selected  pool  of  nuclei  is  of  utmost  importance.
With  this  consideration,  two  sets  of  calculations  (one
each for the allowed and U1F rates) were performed sep-
arately for the EC and BD decays.

λF

λBA

λBD
All λBD

U1F λ
EC
All λEC

U1F

In order to analyze the validity of the BA hypothesis
for  calculating  the  BD rates  under  stellar  conditions,  we
chose three waiting point  nuclei  (82Ge,  134Te,  and  201Re).
The selected nuclei have N = 50, N = 82 and N = 126, re-
spectively.  Accurate  determination  of  the  BD  rates  of
these  waiting  point  nuclei  bears  significance  for  the  r-
process  nucleosynthesis.  A  comparison  between  the 
and    rates  of  the  allowed  and  U1F  transitions  is
presented in Figs. 3−5 in the BD direction. The effective-
ness  of  applying the  BA hypothesis  for  the  EC nuclei  is
displayed in Figs. 6−8. Here, we selected 86Kr, 150Sm, and
207Tl as study cases.  The values of  the rates are given in
per-second  units.  For  these  figures,  the  three  left  panels
(in  the  vertical  direction)  show both  (Full)  and BA U1F
rates, whereas, the allowed rates are compared in the right
panels. In these figures,   and   (  and  ) rep-
resent the  allowed  and  U1F  rates  of  the  BD (EC)   trans-
itions, respectively. In this current study, we have calcu-
lated the rates for temperature range T = (1 – 30) GK and
density  range ρYe  =  (103  –  1011)  g/cm3, roughly   corres-
ponding to the physical conditions pertinent to the r-pro-
cess  environment.  Because  of  space  consideration,  the
results  have  been  reported  at  selected  density  snapshots:
ρYe = (104,  108,  1010 and 1011) g/cm3.  Rates smaller than
10−15 s−1 are not shown in the figures.

λBA

λF

A careful analysis of Figs. 3−5 shows that   of the
U1F  BD  transitions  are  much  bigger  than  .  Table  2
shows the ratios (Ri) between BA and Full BD rates, cal-
culated  according  to  Eq.  (53),  for  both  the  allowed  GT
and U1F transitions at predetermined physical conditions
of  the  stellar  core  for  three  more  nuclei.  No  entries  are
shown  for  ratios  at  core  density ρYe  =  1011 g/cm3 as  the
calculated rates are less than 10−100 s−1. It is noted that, at
times,  the  calculated  rates  are  very  small  (λ  <  10−5 s−1).
These very small numbers can change by orders of mag-
nitude by a mere change of 0.5 MeV, or less, in parent or
daughter  excitation  energies  and  are  more  reflective  of
the  uncertainties  in  calculating  the  energies  [7].  Con-
sequently, we  show two  different  average  deviation  val-
ues towards the end of Table 2. The first entry is the one
defined by Eq. (54). The second entry (marked with an *)
is the one excluding entries where the calculated rates are
less  than  10−5  s−1.  Table  3  depicts  similar  data  for  EC
rates. Our results show that the U1F BD rates, calculated
by incorporating  the  BA  hypothesis,  are  largely   overes-
timated  relative  to  the  microscopic  (Full)  rates  by  up  to
4–5 orders of magnitude. On the other hand, Tables 2 – 3
show that for the EC (U1F and allowed) and allowed BD,
the  BA  rates  are,  on  average,  lower  than  the Full  rates.

 

T All
1/2

T total
1/2

Table 1.    Contribution of U1F transition to total β-decay for
selected nuclei.    is  the  partial  half-life  for  the  allowed β-
decay.    is  the  total  half-life,  including  both  the  allowed
and  U1F  decays.  Measured  half-lives  were  taken  from  [67].
The  dash  indicates  that  the  calculation  predicts  no  allowed
transition. The table was adopted from [1].

Nuclei
Decay
mode

Texpt
1/2

/s

TAll
1/2

/s

Ttotal
1/2

/s

Contribution
/%

36P β− 5.60×10+00 1.38×10+02 1.36×10+02 1.7
37S β− 3.03×10+02 1.48×10+02 1.46×10+02 1.6
38Cl β− 2.23×10+03 – 4.36×10+08 100.0
39Ar β− 8.46×10+09 – 7.60×10+09 100.0
41Ca β+ 3.14×10+12 – 7.40×10+11 100.0
133Sn β− 1.46×10+00 5.07×10+01 4.50×10+01 11.4
134Sb β− 7.80×10-01 3.71×10+02 3.40×10+02 8.1
135Te β− 1.90×10+01 2.89×10+03 1.26×10+03 56.3
136I β− 8.34×10+01 9.57×10+03 4.96×10+03 48.2

137Xe β− 2.29×10+02 4.51×10+03 3.72×10+03 17.4
138Cs β− 1.95×10+03 6.83×10+04 3.74×10+04 45.2
139Ba β− 4.98×10+03 3.74×10+04 3.55×10+04 5.0
140La β− 1.45×10+05 8.79×10+04 8.59×10+04 2.3
141Ce β− 2.81×10+06 – 1.31×10+09 100.0
142Pr β− 6.88×10+04 – 9.53×10+11 100.0
144Pm β+ 3.14×10+07 – 7.56×10+10 100.0
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λBA[All+U1F]

λF[All+U1F]

The  total  (allowed  plus  U1F)  BA rates  ( ),
in  both  EC  and  BD  directions,  deviate  from  total  Full
( ) rates,  on  average,  by  an  order  of   mag-
nitude or more. This difference can be seen from Table 4
and  Table  5  for  BD  and  EC,  respectively.  These  tables
show  the  total  BA  and  Full  rates  and  the  ratios  (Ri)

between them.
There are three main causes of an increase in the cal-

culated  weak  rate:  (1)  enlarged  phase  space;  (2)  bigger
total GT strength distribution values; and (3) lower place-
ment of the computed GT centroid. The calculated phase
space  and  total  GT  strength  distributions  (along  with

 

λBD
U1F

λBD
All ρYe

Fig. 3.    (color online) Calculated Full (microscopic) and BA (based on BA hypothesis) BD rates [s−1] for the U1F ( ) and allowed
( ) transitions on 82Ge at selected stellar densities (  [g/cm3]) and temperatures.

 

Fig. 4.    (color online) Same as Fig. 3 but for 134Te.
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λBA λF

centroid  placement)  are  shown  in  Tables  6–8,  respect-
ively. The enhancement of   relative to the   in U1F
BD case is  due to enlarged available phase spaces  intro-
duced by applying the BA hypothesis. Table 6 shows that
the U1F  computed  phase  spaces  by  invoking  BA   hypo-
thesis are up to three orders of magnitude bigger for high
core temperatures,. For low temperature and high density

regions, the calculated BD rates approach zero because of
choked  phase  spaces.  In  contrast,  for  the  allowed  GT
rates  in  the  BD  direction,  and  for  the  U1F  and  allowed
rates  in  the  EC  direction,  the  computed  phase  spaces
(Full and BA) are comparable in magnitude (see Table 7
for three EC nuclei: 86Kr, 150Sm, and 207Tl). Consequently,
we note only a slight variation, typically of a few factors,

 

Fig. 5.    (color online) Same as Fig. 3 but for 201Re.

 

λEC
U1F λEC

AllFig. 6.    (color online) Same as Fig. 3 but for the EC rates of the U1F ( ) and allowed ( ) transitions on 86Kr.
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λBA

in  the  values  of  BA  and Full  rates  other  than  U1F  BD
rates.  Besides  the  available  phase  space  values,  another
reason  for  the  enhancement  of  the  U1F  BD    rates  is
the  larger  magnitude  of  the  total  GT  strength.  Table  8
shows the  computed  cumulative  GT  strength  and   place-
ment of the GT centroid for the six selected nuclei.  This

table depicts the GT strength distribution data for the first
10 parent excited states. The cut-off energy in the daugh-
ter states is 15 MeV. Overall, larger dissimilarities in the
available  phase  spaces  between the  microscopic  and BA
recipes  for  the  U1F BD transitions  and  bigger  values  of
total strength  distributions  result  in  a  much  larger   devi-

 

Fig. 7.    (color online) Same as Fig. 6 but for the EC rates on 150Sm.

 

Fig. 8.    (color online) Same as Fig. 6 but for EC rates on 207Tl.
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λBA λF

ρYe R̄
λF λBA R̄(∗)

Table  2.      Comparison  of  the  BA ( )  and Full  ( ) β-decay  rates  for  three  selected  nuclei  as  a  function  of  core  temperature  (T
（GK）) and density (  （g/cm3）). The ratios (Ri) and average deviation ( ) are defined in Eq. (53) and Eq. (54), respectively. The
computed Ri values, where   and/or   rates are less than 10−5 s−1, are marked with *.   are the computed average deviations ex-
cluding ratios marked with *.

T ρYe

82Ge 134Te 201Re
Ri [All] Ri [U1F] Ri [All] Ri [U1F] Ri [All] Ri [U1F]

λF ≥ λBA λBA > λF λF ≥ λBA λBA > λF λF ≥ λBA λBA > λF λF ≥ λBA λBA > λF λF ≥ λBA λBA > λF λF ≥ λBA λBA > λF

1 104 1.0 1.0 1.0 1.0 1.3 1.5

5 104 2.5 1.2 3.7 12.2 1.2 264.9

10 104 9.9 17.3 3.3 1840.8 1.5 15452.5

20 104 3.8 86.7 1.4 5821.0 1.7 39355.0

30 104 1.1 272.3 1.0 5164.2 1.8 46025.7

1 108 1.0 1.0 1.0(*) 1.0(*) 1.1 1.1

5 108 5.3 1.8 6.5 139.0 1.8 824.1

10 108 10.7 25.2 3.6 3698.3 1.6 22335.7

20 108 3.8 93.1 1.4 6295.1 1.7 41115.0

30 108 1.1 279.3 1.0 5284.5 1.8 46558.6

1 1011 — — — — — — — — — — — —

5 1011 24.1(*) 40457.6(*) 6.1(*) 53210.8(*) 1.5(*) 17418.1(*)

10 1011 1.4(*) 58210.3(*) 3.8(*) 199067.3(*) 3.4(*) 133967.7(*)

20 1011 4.7 15417.0 1.6 45081.7(*) 2.1 97949.0(*)

30 1011 12.0 8609.9 1.2 17458.2 2.0 78343.0(*)

R̄ 5.9 8819.6 2.6 24505.4 1.7 38543.7

R̄(∗) 4.7 2067.2 2.3 4571.4 1.6 23548.1

 

Table 3.    Same as Table 2 but for three r-process EC nuclei.

T ρYe

86Kr 150Sm 207Tl
Ri [All] Ri [U1F] Ri [All] Ri [U1F] Ri [All] Ri [U1F]

λF ≥ λBA λBA > λF λF ≥ λBA λBA > λF λF ≥ λBA λBA > λF λF ≥ λBA λBA > λF λF ≥ λBA λBA > λF λF ≥ λBA λBA > λF

1 104 1.2×10+08(*) 2.1(*) 3.2(*) 1.2(*) 5.0×10+21(*) 6.0(*)

5 104 2.5(*) 2.4(*) 2.9(*) 1.2(*) 1.2×10+04(*) 4.1(*)

10 104 1.1 2.4 5.9 2.0 485.3 1.5

20 104 1.6 1.5 11.6 4.3 37.5 3.2

30 104 2.8 1.3 12.7 11.5 19.3 6.0

1 108 5.1×10+07(*) 2.1 (*) 1.0 (*) 1.1(*) 4.7×10+21(*) 6.0(*)

5 108 2.4(*) 2.4(*) 2.9 1.2 1.2×10+04(*) 4.1(*)

10 108 1.1 2.4 6.0 2.0 479.7 1.5

20 108 1.6 1.5 11.6 4.3 37.4 3.2

30 108 2.8 1.3 12.7 11.5 19.3 6.0

1 1011 1.0 1.0 1.0 1.0 1.1 1.2

5 1011 1.0 1.0 1.1 1.0 1.3 1.4

10 1011 1.1 1.1 3.7 2.2 4.0 2.5

20 1011 2.6 1.6 13.9 11.1 12.0 5.4

30 1011 4.8 2.4 18.9 20.7 17.5 7.6

R̄ 1.1×10+07 1.8 7.3 5.1 6.4×10+20 4.0

R̄(∗) 2.0 1.6 8.5 6.1 101.3 3.6
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λBA[All+U1F] λF [All+U1F]
ρYe R̄
λF λBA

Table 4.    Comparison of the total BA ( ) and Full ( ) β-decay rates for three selected nuclei as a function of
core temperature (T （GK）) and density (  （g/cm3）). The ratios (Ri) and average deviation ( ) are defined in Eq. (53) and Eq. (54),
respectively. The computed Ri values, where   >  , are marked with *.

T ρYe

82Ge 134Te 201Re

λF[All+U1F] λBA[All+U1F] λBA ≥ λFRi ( ) λF[All+U1F] λBA[All+U1F] λBA ≥ λFRi ( ) λF[All+U1F] λBA[All+U1F] λBA ≥ λFRi ( )

1 104 2.47×10-01 2.47×10-01 1.0 6.66×10-03 6.66×10-03 1.0 7.61×10-02 5.71×10-02 1.3(*)

5 104 3.29×10-01 3.02×10-01 1.1(*) 8.51×10-03 6.80×10-02 8.0 7.75×10-02 1.49×10-01 1.9

10 104 1.85×10+01 8.33×10+00 2.2(*) 1.18×10+00 1.10×10+01 9.3 5.05×10-01 6.78×10+00 13.4

20 104 1.89×10+02 3.79×10+02 2.0 5.76×10+01 3.98×10+02 6.9 2.62×10+00 5.45×10+01 20.8

30 104 2.82×10+02 2.80×10+03 10.0 2.47×10+02 1.18×10+03 4.8 4.06×10+00 8.31×10+01 20.5

1 108 6.02×10-03 6.02×10-03 1.0 1.48×10-10 1.48×10-10 1.0 1.96×10-03 1.83×10-03 1.1(*)

5 108 1.19×10-01 9.85×10-02 1.2(*) 1.94×10-03 3.44×10-02 17.8 1.57×10-02 5.31×10-02 3.4

10 108 1.65×10+01 7.41×10+00 2.2(*) 1.00×10+00 9.63×10+00 9.6 3.18×10-01 5.27×10+00 16.6

20 108 1.83×10+02 3.73×10+02 2.0 5.58×10+01 3.87×10+02 6.9 2.42×10+00 5.17×10+01 21.3

30 108 2.78×10+02 2.79×10+03 10.1 2.44×10+02 1.17×10+03 4.8 3.95×10+00 8.14×10+01 20.6

1 1011 — — — — — — — — —

5 1011 1.81×10-19 4.15×10-19 2.3 1.98×10-22 1.79×10-21 9.1 1.26×10-22 2.70×10-22 2.1

10 1011 1.44×10-08 2.00×10-07 13.9 8.95×10-10 4.37×10-09 4.9 1.05×10-11 3.39×10-10 32.2

20 1011 5.05×10-03 2.83×10-01 55.9 3.78×10-03 1.14×10-02 3.0 1.41×10-05 4.97×10-04 35.2

30 1011 3.19×10-01 3.58×10+01 112.1 6.01×10-01 1.57×10+00 2.6 1.79×10-03 5.04×10-02 28.1

R̄ 15.5 6.4 15.6

 

λBA > λFTable 5.    Same as Table 4 but for the three r-process EC nuclei. The computed Ri values, where  , are marked with *.

T ρYe

86Kr 150Sm 207Tl

λF[All+U1F] λBA[All+U1F] λF ≥ λBARi ( ) λF[All+U1F] λBA[All+U1F] λF ≥ λBARi ( ) λF[All+U1F] λBA[All+U1F] λF ≥ λBARi ( )

1 104 — — — — — — — — —

5 104 3.49×10-09 6.33×10-09 1.8(*) 1.63×10-05 7.13×10-06 2.3 6.81×10-08 7.30×10-10 93.3

10 104 5.10×10-03 1.11×10-02 2.2(*) 1.27×10-01 3.96×10-02 3.2 7.00×10-03 2.06×10-03 3.4

20 104 4.04×10+01 5.60×10+01 1.4(*) 5.75×10+02 1.28×10+02 4.5 6.16×10+01 1.70×10+01 3.6

30 104 2.55×10+03 1.81×10+03 1.4 6.53×10+04 5.67×10+03 11.5 5.72×10+03 9.30×10+02 6.2

1 108 — — — — — — — — —

5 108 5.50×10-07 1.02×10-06 1.9(*) 2.28×10-03 1.03×10-03 2.2 1.07×10-05 1.18×10-07 90.9

10 108 2.88×10-02 6.28×10-02 2.2(*) 7.09×10-01 2.20×10-01 3.2 3.92×10-02 1.16×10-02 3.4

20 108 5.31×10+01 7.34×10+01 1.4(*) 7.56×10+02 1.68×10+02 4.5 8.10×10+01 2.24×10+01 3.6

30 108 2.77×10+03 1.96×10+03 1.4 7.08×10+04 6.14×10+03 11.5 6.20×10+03 1.01×10+03 6.2

1 1011 1.77×10+06 1.77×10+06 1.0 3.72×10+06 3.72×10+06 1.0 1.32×10+06 1.13×10+06 1.2

5 1011 1.80×10+06 1.80×10+06 1.0 3.92×10+06 3.81×10+06 1.0 1.70×10+06 1.24×10+06 1.4

10 1011 2.14×10+06 1.99×10+06 1.1 9.70×10+06 4.29×10+06 2.3 4.61×10+06 1.84×10+06 2.5

20 1011 4.61×10+06 2.88×10+06 1.6 7.77×10+07 6.98×10+06 11.1 1.61×10+07 2.94×10+06 5.5

30 1011 9.50×10+06 3.87×10+06 2.5 2.31×10+08 1.12×10+07 20.7 2.77×10+07 3.60×10+06 7.7

R̄ 1.6 6.1 17.6
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λBA λF

R̄
ation of   from  . This later translated to larger mag-
nitudes  of  Ri  and    values.  In  the  Appendix  (Tables
A1−A6),  we show ratios  and average ratios  of  nine new
BD  and  EC  nuclei,  separately,  for  the  allowed  GT  and
U1F transitions.

For  the  BD  rates  (U1F  and  allowed)  of N  =  50  and
N = 82 nuclei (Table 2), the calculated value of Ri equals
1.00  at T =  1  GK.  This  implies  that  at  this  temperature,

λF λBA

R̄

both   and   are identical. This core temperature cor-
responds roughly to the neon burning phases of  the star.
Consequently,  we  conclude  that  the  BA hypothesis  may
be safely applied to stellar BD rates until the neon burn-
ing phases of massive stars. For heavy nuclei (e.g., 201Re),
the BA fails  even at T = 1 GK. Table 3 computes much
smaller values of   for the EC rates. This means that the
EC rates  are  less  affected by the  usage of  the  BA hypo-

 

ρYeTable 6.    Computed phase spaces of Full (microscopic) and BA rates for the allowed and U1F transitions at selected densities (
（g/cm3）) and temperatures (T （GK）) in a stellar environment for three r-process BD nuclei.

T ρYe

82Ge 134Te 201Re

Full BA Full BA Full BA

U1F

1 104 4.30×10+09 9.60×10+09 1.80×10+09 2.00×10+09 1.40×10+11 3.40×10+11

5 104 1.90×10+10 1.20×10+11 7.60×10+09 1.60×10+10 1.40×10+11 3.40×10+11

10 104 1.90×10+10 1.20×10+11 7.50×10+09 1.60×10+10 1.40×10+11 3.40×10+11

20 104 1.80×10+10 1.20×10+11 7.30×10+09 1.60×10+10 1.30×10+11 3.30×10+11

30 104 1.80×10+10 1.20×10+11 7.00×10+09 1.50×10+10 1.30×10+11 3.10×10+11

1 108 4.10×10+09 9.40×10+09 1.70×10+09 1.90×10+09 1.40×10+11 3.30×10+11

5 108 1.80×10+10 1.20×10+11 7.30×10+09 1.60×10+10 1.40×10+11 3.30×10+11

10 108 1.80×10+10 1.20×10+11 7.40×10+09 1.60×10+10 1.40×10+11 3.30×10+11

20 108 1.80×10+10 1.20×10+11 7.20×10+09 1.60×10+10 1.30×10+11 3.20×10+11

30 108 1.70×10+10 1.20×10+11 7.00×10+09 1.50×10+10 1.30×10+11 3.10×10+11

1 1011 6.60×10+04 3.60×10+06 1.60×10-13 4.10×10-12 1.70×10-37 2.80×10-42

5 1011 3.80×10+07 9.10×10+09 6.80×10+04 3.30×10+07 1.90×10-01 8.10×10-02

10 1011 6.30×10+07 9.70×10+09 1.20×10+06 5.20×10+07 3.50×10+04 4.70×10+04

20 1011 1.90×10+08 1.20×10+10 1.90×10+07 1.60×10+08 4.00×10+07 8.20×10+07

30 1011 4.90×10+08 1.60×10+10 9.00×10+07 4.20×10+08 5.90×10+08 1.30×10+09

Allowed

1 104 1.80×10+11 2.70×10+11 2.80×10+10 3.00×10+10 9.60×10+07 7.30×10+07

5 104 1.10×10+13 1.10×10+13 6.90×10+11 6.90×10+11 9.50×10+07 7.20×10+07

10 104 1.10×10+13 1.10×10+13 6.90×10+11 6.90×10+11 9.10×10+07 6.90×10+07

20 104 1.10×10+13 1.10×10+13 6.90×10+11 6.90×10+11 8.20×10+07 6.20×10+07

30 104 1.10×10+13 1.10×10+13 6.80×10+11 6.80×10+11 7.40×10+07 5.70×10+07

1 108 1.80×10+11 2.70×10+11 2.80×10+10 3.00×10+10 6.70×10+07 5.10×10+07

5 108 1.10×10+13 1.10×10+13 6.90×10+11 6.90×10+11 7.10×10+07 5.40×10+07

10 108 1.10×10+13 1.10×10+13 6.90×10+11 6.90×10+11 7.80×10+07 5.90×10+07

20 108 1.10×10+13 1.10×10+13 6.80×10+11 6.90×10+11 7.80×10+07 6.00×10+07

30 108 1.10×10+13 1.10×10+13 6.80×10+11 6.80×10+11 7.30×10+07 5.60×10+07

1 1011 1.00×10+10 1.00×10+10 6.50×10+06 6.50×10+06 3.30×10-68 5.60×10-70

5 1011 4.50×10+12 4.50×10+12 1.40×10+11 1.40×10+11 2.60×10-10 1.20×10-10

10 1011 4.60×10+12 4.60×10+12 1.50×10+11 1.50×10+11 3.90×10-02 2.60×10-02

20 1011 4.80×10+12 4.80×10+12 1.60×10+11 1.60×10+11 1.40×10+03 1.00×10+03

30 1011 5.00×10+12 5.00×10+12 1.80×10+11 1.80×10+11 6.20×10+04 4.60×10+04
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thesis than the BD rates.
Figures 3−8 show that  the BD and EC rates increase

as the core temperature rises due to a rise in the occupa-
tion  probability  of  parent  excited  states.  Consequently,
the contribution of the partial rates to the total weak rates
becomes significant.  The  magnitude  of  the  BD rates  de-
creases as the density rises owing to decreased available
phase space.  The  EC  rates  are  enhanced  when  the   elec-
tron  chemical  potential  increases  with  the  increase  in
density. 

IV.  CONCLUSIONS

The  effectiveness  of  applying  the  BA  hypothesis  to
calculate the allowed weak rates of heavy nuclei, in gen-
eral, and forbidden rates, in particular, was missing in the
literature. This study investigated the impact of applying
the  BA  hypothesis  to  calculate  the  stellar  rates.  The
chosen range of nuclei, having A = 70 – 208 and Z = 27 –
82, has vast applications in the r-process nucleosynthesis.
The pn-QRPA model was employed to evaluate the Full

 

Table 7.    Same as Table 6 but for the three r-process EC nuclei.

T ρYe

86Kr 150Sm 207Tl

Full BA Full BA Full BA

U1F

1 104 4.60×10+10 4.60×10+10 5.30×10+01 1.70×10+10 2.80×10+10 2.80×10+10

5 104 1.70×10+12 1.70×10+12 3.60×10+12 3.80×10+12 2.80×10+10 2.80×10+10

10 104 1.70×10+12 1.70×10+12 3.60×10+12 3.80×10+12 2.80×10+10 2.80×10+10

20 104 1.70×10+12 1.70×10+12 3.60×10+12 3.80×10+12 2.60×10+10 2.60×10+10

30 104 1.70×10+12 1.70×10+12 3.60×10+12 3.80×10+12 2.50×10+10 2.50×10+10

1 108 4.60×10+10 4.60×10+10 1.80×10-07 1.60×10+10 2.70×10+10 2.70×10+10

5 108 1.70×10+12 1.70×10+12 3.60×10+12 3.80×10+12 2.70×10+10 2.70×10+10

10 108 1.70×10+12 1.70×10+12 3.60×10+12 3.80×10+12 2.70×10+10 2.70×10+10

20 108 1.70×10+12 1.70×10+12 3.60×10+12 3.80×10+12 2.60×10+10 2.60×10+10

30 108 1.70×10+12 1.70×10+12 3.60×10+12 3.80×10+12 2.40×10+10 2.40×10+10

1 1011 1.10×10+02 1.10×10+02 8.20×10-16 3.80×10-13 2.60×10-56 2.60×10-56

5 1011 5.90×10+11 5.90×10+11 9.60×10+11 9.60×10+11 2.10×10-05 2.10×10-05

10 1011 5.90×10+11 5.90×10+11 9.80×10+11 9.80×10+11 2.40×10+02 2.40×10+02

20 1011 6.30×10+11 6.30×10+11 1.10×10+12 1.10×10+12 1.90×10+06 1.90×10+06

30 1011 6.80×10+11 6.80×10+11 1.20×10+12 1.20×10+12 4.90×10+07 4.90×10+07

Allowed

1 104 9.40×10+09 9.50×10+09 1.80×10+11 1.80×10+11 5.80×10+09 5.90×10+09

5 104 4.70×10+11 4.70×10+11 4.00×10+12 4.00×10+12 5.70×10+09 5.80×10+09

10 104 4.70×10+11 4.70×10+11 4.00×10+12 4.00×10+12 5.60×10+09 5.70×10+09

20 104 4.70×10+11 4.70×10+11 4.00×10+12 4.00×10+12 5.20×10+09 5.30×10+09

30 104 4.60×10+11 4.60×10+11 4.00×10+12 4.00×10+12 4.80×10+09 4.90×10+09

1 108 9.30×10+09 9.30×10+09 1.80×10+11 1.80×10+11 4.90×10+09 5.00×10+09

5 108 4.70×10+11 4.70×10+11 4.00×10+12 4.00×10+12 5.00×10+09 5.10×10+09

10 108 4.70×10+11 4.70×10+11 4.00×10+12 4.00×10+12 5.20×10+09 5.20×10+09

20 108 4.70×10+11 4.70×10+11 4.00×10+12 4.00×10+12 5.10×10+09 5.10×10+09

30 108 4.60×10+11 4.60×10+11 4.00×10+12 4.00×10+12 4.80×10+09 4.80×10+09

1 1011 8.00×10+00 8.00×10+00 1.20×10+08 1.20×10+08 1.40×10-57 1.40×10-57

5 1011 1.20×10+11 1.20×10+11 1.40×10+12 1.40×10+12 1.50×10-06 1.50×10-06

10 1011 1.20×10+11 1.20×10+11 1.40×10+12 1.40×10+12 2.20×10+01 2.20×10+01

20 1011 1.30×10+11 1.30×10+11 1.50×10+12 1.50×10+12 2.30×10+05 2.30×10+05

30 1011 1.50×10+11 1.50×10+11 1.60×10+12 1.60×10+12 6.80×10+06 6.90×10+06
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and BA rates  over  a  wide  temperature  range (1−30)  GK
and density (10−1011) g/cm3 for the allowed GT and U1F
rates.  The  comparison  of  the  microscopic  state-to-state
calculated  rates  with  those  obtained  by  applying  the  BA

hypothesis indicates a sizeable change in both rate values,
particularly for  the  U1F  BD  rates.  Here,  the  BA   hypo-
thesis is  found  to  have  the  strongest  effect,  with   devi-
ations exceeding four to five orders of magnitude. Mean-

 

ΣB ĒTable 8.    Computed total GT strength (  in arbitrary units) and centroid (  in MeV units) values for selected nuclei in the EC (left
panel)  and BD (right  panel)  directions  of  the  U1F and allowed GT transitions  for  10 parent  excited  states.  The energy cutoff  in  the
daughter states is 15 MeV.

EC BD
86Kr 82Ge

ΣB(U1F)+ ΣB(GT)+ Ē+[U1F] Ē+[GT] ΣB(U1F)− ΣB(GT)− Ē−[U1F] Ē−[GT]

13.95 9.57 3.31 2.24 52.30 49.53 9.09 11.64

41.83 29.66 6.02 5.11 88.73 49.58 24.31 6.00

42.28 28.33 10.00 6.24 158.59 51.28 12.60 6.42

40.74 34.48 7.16 4.50 114.55 49.49 11.20 4.08

42.99 47.55 11.32 5.20 184.16 96.27 11.17 4.67

50.49 48.33 10.81 3.77 551.94 96.41 11.39 6.63

52.75 51.71 12.79 9.41 315.25 126.68 9.40 8.50

38.32 38.16 12.19 9.56 173.40 165.13 12.89 6.07

57.27 31.24 11.35 10.51 227.86 135.00 11.52 3.05

54.70 48.41 12.76 7.86 469.73 148.15 10.87 3.49

150Sm 134Te

ΣB(U1F)+ ΣB(GT)+ Ē+[U1F] Ē+[GT] ΣB(U1F)− ΣB(GT)− Ē−[U1F] Ē−[GT]

30.33 17.46 8.56 10.86 249.29 81.30 6.81 8.95

35.89 36.49 8.63 3.66 361.76 318.58 8.78 12.47

37.43 56.22 9.03 6.31 997.63 582.70 8.81 11.31

50.19 62.18 9.14 5.08 1060.19 480.44 8.98 9.08

47.50 41.00 9.49 5.50 1299.62 245.19 13.07 8.81

52.89 67.49 10.07 6.22 3441.34 323.53 10.08 9.84

54.93 62.45 9.58 6.97 1223.27 514.90 10.70 10.01

55.25 55.47 10.84 7.32 1569.68 1621.17 9.45 10.29

67.34 60.42 10.68 7.61 1829.43 1807.52 9.40 10.52

63.47 88.16 11.21 8.57 3165.09 469.26 10.14 10.28

207Tl 201Re

ΣB(U1F)+ ΣB(GT)+ Ē+[U1F] Ē+[GT] ΣB(U1F)− ΣB(GT)− Ē−[U1F] Ē−[GT]

29.91 28.72 13.02 12.60 171.66 138.16 11.87 8.57

39.78 27.45 12.92 13.23 205.79 142.55 10.09 8.73

46.08 32.14 13.83 14.20 207.82 137.39 10.12 11.69

3.53 40.29 9.31 11.75 279.69 138.29 9.34 10.84

6.69 43.60 9.93 9.34 172.59 138.23 9.26 12.90

4.80 50.39 9.81 13.17 171.55 138.15 10.91 13.04

7.19 51.26 10.34 11.63 172.55 138.29 12.31 11.75

5.60 53.59 9.70 12.95 172.66 138.13 12.55 13.17

11.22 46.21 9.76 12.40 172.50 137.27 12.53 12.14

3.55 51.44 10.07 12.69 208.95 138.13 11.13 13.24
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while, the  deviation  was  rather  small  for  other  rates,   in-
cluding  the  BD  and  EC  rates  of  the  allowed  transitions
and EC rates of U1F transitions. According to our invest-
igation,  the  total  BA  rates  (including  the  allowed  and
U1F contributions) deviate from the total Full rates by an
order of magnitude or more. This order of magnitude de-
viation was recorded for both the EC and BD rates. Core-
collapse simulators might find this information useful for
modeling purposes. Our findings indicate that the BA hy-
pothesis may be safely applied for BD rates until the core
temperature reaches T = 1 GK for all density regions. The
weak rates based on the BA hypothesis generally begin to
deviate  from  the  microscopically  calculated  rates  when
the core densities and temperatures exceed   g/cm3 and
5 GK, respectively.

Noticeable mentions  of  the  current  investigation   in-
clude:
 
⊙ For BD rates, a difference of more than one (5) or-

der  of  magnitude in  the  allowed (U1F)  rates  is  noted by
using BA. Forbidden transitions are more affected by us-
ing the BA hypothesis  when compared with  the  allowed
GT transitions.
 
⊙

> e >
 For small BD rates (λ < 10−5 s−1), at high core tem-

peratures (T   10 GK) and densities (ρY  108 g/cm3), a
difference of more than five orders of magnitude was re-
ported between the Full and BA rates. These temperature-
density conditions correspond roughly to the silicon burn-
ing phase of the star [73].
 
⊙ For EC rates, a difference of more than two (1) or-

ders of magnitude in the allowed (U1F) rates is noted by
using the BA hypothesis.

⊙
≤ e ≤

 For small EC rates (λ < 10−5 s−1), at low core tem-
peratures (T   1  GK) and densities  (ρY  104 g/cm3),  a
difference of  more  than  20  orders  of  magnitude  was   re-
ported  between  the  Full  and  BA  rates.  These  physical
conditions correspond roughly to the C-burning and pre-
C-burning phases of the star [73].
 
⊙ The total BA rates, including the allowed and U1F

contributions,  deviate  by an order  of  magnitude or  more
from the total Full rates.
 

These results  show  that  the  BA  hypothesis   signific-
antly impacts the accuracy and reliability of nuclear phys-
ics inputs used for r-process nucleosynthesis simulations,
where  the  contributions  of  forbidden  transitions  to  the
total rates become large. The current investigation merits
due  consideration  before  applying  the  BA  hypothesis  to
weak rate calculations. In the Appendix, we show the ra-
tios and average deviations of nine new BD and EC nuc-
lei.  Detailed data on these and the remaining nuclei may
be requested from the corresponding author. 

APPENDIX: RATIOS AND AVERAGED RATIOS
BETWEEN Full AND BA RATES

λBA λF

ρYe

R̄

λF λBA

R̄(∗)

Comparison of  the BA ( )  and Full  ( )  BD rates
for three  selected  nuclei  as  a  function  of  core   temperat-
ure (T GK) and density (  g/cm3).  The ratios  (Ri)  and
average  deviation  ( ) are  given  separately  for  the   al-
lowed  (All)  and  forbidden  (U1F)  transitions,  and  are
defined in Eq. (53) and Eq. (54),  respectively. The com-
puted Ri  values,  where  the    and/or    rates  are  less
than 10-5 s-1, are marked with *.   are the computed av-
erage deviations excluding ratios marked with *.

 

Table A1.    Ri [All] and Ri [U1F] for three BD nuclei. See text for explanation of symbols.

T ρYe

79Zn 80Zn 96Zr

Ri [All] Ri [U1F] Ri [All] Ri [U1F] Ri [All] Ri [U1F]

λF ≥ λBA λBA > λF λF ≥ λBA λBA > λF λF ≥ λBA λBA > λF λF ≥ λBA λBA > λF λF ≥ λBA λBA > λF λF ≥ λBA λBA > λF

1 104 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0(*) 1.0(*)

10 104 1.9 21.6 1.4 11.7 3.7 11272.0

30 104 6.6 345.9 3.2 373.3 6.8 158489.3

1 108 1.0 6.6 1.0 10.0 2.5(*) 2.4(*)

10 108 2.1 77.8 1.5 32.3 3.3 23173.9

30 108 6.6 701.5 3.2 379.3 6.9 130017.0

1 1011 — — — — — — — — — — — —

10 1011 6.8(*) 15995.6(*) 5.0(*) 35892.2(*) 30.1(*) 70957.8(*)

30 1011 6.3 31260.8 23.0 67920.4 95.1 65917.4(*)

R̄ 4.1 6051.4 4.9 13077.5 18.7 57478.9

R̄(∗) 3.7 4630.8 4.9 9818.3 23.2 80738.0
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Table A2.    Ri [All] and Ri [U1F] for three BD nuclei. See text for explanation of symbols.

T ρYe

100Mo 124Sn 130Te

Ri [All] Ri [U1F] Ri [All] Ri [U1F] Ri [All] Ri [U1F]

λF ≥ λBA λBA > λF λF ≥ λBA λBA > λF λF ≥ λBA λBA > λF λF ≥ λBA λBA > λF λF ≥ λBA λBA > λF λF ≥ λBA λBA > λF

1 104 4.7(*) 1.0(*) 1.0 1.0 146.6(*) 12.3(*)

10 104 3.6 2041.7(*) 38.2 76.2 41.2 25.5

30 104 7.8 56623.9 11.4 1419.1 16.6 8953.6

1 108 5.7(*) 33.3(*) 1.0 1.0 263.6(*) 8.2(*)

10 108 3.3 1798.9(*) 40.0 1205.0 38.5 28119.0(*)

30 108 7.9 58479.0 11.4 9311.1 16.6 85113.8

1 1011 — — — — — — — — — — — —

10 1011 28.3(*) 14060.5(*) 14.7(*) 47643.1(*) 20.4(*) 54075.4(*)

30 1011 98.9 240990.5(*) 10.9 36728.2 13.6 67764.2

R̄ 20.0 46753.6 16.1 12048.1 69.6 30509.0

R̄(∗) 24.3 57551.5 16.3 6963.1 25.3 40464.3

 

Table A3.    Ri [All] and Ri [U1F] for three BD nuclei. See text for explanation of symbols.

T ρYe

136Xe 150Nd 202Os

Ri [All] Ri [U1F] Ri [All] Ri [U1F] Ri [All] Ri [U1F]

λF ≥ λBA λBA > λF λF ≥ λBA λBA > λF λF ≥ λBA λBA > λF λF ≥ λBA λBA > λF λF ≥ λBA λBA > λF λF ≥ λBA λBA > λF

1 104 133.0(*) 7.2(*) 9.0(*) 1.0(*) 1.0 1.0

10 104 46.7 13091.8 2.4 251.2(*) 21.9 1472.3

30 104 28.7 130017.0 1.6 20844.9 19.3 2454.7

1 108 150.0(*) 1.2(*) 11.5(*) 1.0(*) 1.0(*) 1.0(*)

10 108 44.3 8260.4 2.0 7620.8(*) 22.3 26977.40

30 108 28.6 314050.9 1.7 135831.3 19.3 62517.3

1 1011 — — — — — — — — — — — —

10 1011 29.9(*) 68706.8(*) 3.2 (*) 33728.7(*) 19.1(*) 16943.4(*)

30 1011 26.5 135207.3(*) 2.8 113501.1(*) 19.1 344349.9(*)

R̄ 61.0 83667.8 4.3 38972.5 15.4 56839.6

R̄(∗) 35.0 116355.0 2.1 78338.1 17.1 18684.5

 

Table A4.    Ri [All] and Ri [U1F] for three EC nuclei. See text for explanation of symbols.

T ρYe

76Ge 76Se 82Se

Ri [All] Ri [U1F] Ri [All] Ri [U1F] Ri [All] Ri [U1F]

λF ≥ λBA λBA > λF λF ≥ λBA λBA > λF λF ≥ λBA λBA > λF λF ≥ λBA λBA > λF λF ≥ λBA λBA > λF λF ≥ λBA λBA > λF

1 104 77.6(*) 1.6(*) 1.0(*) 1.0(*) 66069.3(*) 1.9(*)

10 104 1.5 1.9 2.9 1.1 1.9 2.1

30 104 3.8 4.0 5.5 4.5 4.0 4.3

1 108 69.5(*) 1.5(*) 1.0(*) 1.0(*) 64416.9(*) 1.9(*)

10 108 1.5 1.9 2.9 1.1 1.9 2.1

30 108 3.8 4.0 5.5 4.5 4.0 4.3
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Table A4-continued from previous page

T ρYe

76Ge 76Se 82Se

Ri [All] Ri [U1F] Ri [All] Ri [U1F] Ri [All] Ri [U1F]

λF ≥ λBA λBA > λF λF ≥ λBA λBA > λF λF ≥ λBA λBA > λF λF ≥ λBA λBA > λF λF ≥ λBA λBA > λF λF ≥ λBA λBA > λF

1 1011 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0

10 1011 1.4 1.4 1.5 1.4 1.4 1.4

30 1011 7.7 6.5 8.8 6.7 8.2 7.2

R̄ 18.7 2.6 3.3 2.5 14501.0 2.9

R̄(∗) 3.0 3.0 4.0 2.9 3.2 3.2

 

Table A5.    Ri [All] and Ri [U1F] for three EC nuclei. See text for explanation of symbols.

T ρYe

88Sr 90Zr 128Te

Ri [All] Ri [U1F] Ri [All] Ri [U1F] Ri [All] Ri [U1F]

λF ≥ λBA λBA > λF λF ≥ λBA λBA > λF λF ≥ λBA λBA > λF λF ≥ λBA λBA > λF λF ≥ λBA λBA > λF λF ≥ λBA λBA > λF

1 104 1.9×10+09(*) 1.5(*) 274789.4(*) 1.0(*) 1517.1(*) 1.5(*)

10 104 10.0 1.8 74.1 1.1 6.6 1.2

30 104 6.7 3.9 55.0 7.1 6.1 7.7

1 108 1.7×10+09(*) 1.5(*) 1.1(*) 1.0(*) 95.1(*) 1.3(*)

10 108 9.9 1.8 70.6 1.1 6.6 1.2

30 108 6.7 3.9 55.0 7.1 6.1 7.7

1 1011 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0

10 1011 1.8 1.3 5.4 1.3 3.0 2.9

30 1011 9.8 5.3 53.8 9.3 12.4 12.6

R̄ 4.0×10+08 2.4 30567.3 3.3 183.8 4.1

R̄(∗) 6.6 2.7 45.0 4.0 6.0 4.9

 

Table A6.    Ri [All] and Ri [U1F] for three EC nuclei. See text for explanation of symbols.

T ρYe

186Nd 195Tm 204Pt

Ri [All] Ri [U1F] Ri [All] Ri [U1F] Ri [All] Ri [U1F]

λF ≥ λBA λBA > λF λF ≥ λBA λBA > λF λF ≥ λBA λBA > λF λF ≥ λBA λBA > λF λF ≥ λBA λBA > λF λF ≥> λBA λBA > λF

1 104 — — — — 1.1×10+06(*) 12.0(*) 31.8(*) 8.5(*)

10 104 55.7(*) 5.1(*) 1.3 1.2 1.6 3.5

30 104 14.9 2.6 15.4 12.1 3.3 3.7

1 108 — — — — 1.1×10+06(*) 12.0(*) 31.8(*) 8.6(*)

10 108 55.7(*) 5.1(*) 1.3 1.2 1.6 3.5

30 108 14.9 2.6 15.4 12.1 3.3 3.7

1 1011 1.0(*) 1.0(*) 1.1 1.1 1.0 1.0

10 1011 50.4 2.9 5.5 4.2 2.0 2.0

30 1011 14.4 2.7 26.2 15.8 5.2 5.2

R̄ 29.6 3.2 2.4×10+05 8.0 9.1 4.4

R̄(∗) 23.6 2.7 9.5 6.8 2.6 3.2
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