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Abstract: Black holes  (BHs)  exhibiting coordinate  singularities  but  lacking essential  singularities  throughout  the
spacetime are referred to as regular black holes (RBHs). The initial formulation of RBHs was presented by Bardeen,
who considered the Einstein equation coupled with a nonlinear electromagnetic field.  In this  study,  we investigate
the gravitational perturbations, including the axial and polar sectors, of the Bardeen (Anti-) de Sitter black holes. We
derive the master equations with source terms for both axial and polar perturbations and subsequently compute the
quasinormal modes (QNMs) through numerical methods. For the Bardeen de Sitter black hole, we employ the 6th-
order  WKB  approach.  The  numerical  results  reveal  that  the  isospectrality  is  broken  in  this  case.  Conversely,  the
QNM frequencies are calculated using the HH method for the Bardeen Anti-de Sitter black hole.
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I.  INTRODUCTION

Over the years, the gravitational wave searches for the
coalescence of  compact  binaries  [1] and the  shadow im-
ages captured by the Event Horizon Telescope [2, 3] ex-
plicitly provide evidence of the existence of BHs. In gen-
eral  relativity,  essential  singularities,  which  cannot  be
eliminated  by  coordinate  transformation,  are  present  in
BHs. Modern  physics  tries  to  construct  a  complete   the-
ory  of  quantum  gravity  and  understand  the  microscopic
mechanism of  BHs.  However,  the  description  of  the   es-
sential singularity has encountered enormous difficulties.
To overcome this problem, one can consider that the BHs
without essential singularities are known as regular black
holes. Compared with those of singular black holes, regu-
lar black holes exhibit some new phenomena, which have
recently  attracted  significant  attention  [4].  This  kind  of
solution  was  first  proposed  by  Bardeen  [5].  Ayón-Beato
and García found that, to obtain a regular black hole solu-
tion, the energy-momentum tensor should be the gravita-
tional  field  of  some  magnetic  monopole  generated  by  a
specific  form  of  nonlinear  electrodynamics  [6−8].  Since
then, numerous researchers have contributed various sin-
gularity-free  solutions  [9−14], which  have  attracted   in-

creasing attention in recent years [15−17].
In  the  context  of  binary  black  hole  coalescence,  the

process can be divided into three distinct stages: inspiral,
merge,  and  ringdown,  each  calculated  using  different
methods. The inspiral can be discussed by the post-New-
tonian approximation, and the merge is always calculated
using numerical calculation. The final stage is equivalent
to  making  a  perturbation  to  the  equilibrium  state  of  the
black hole.  This  stage  corresponds  to  damped   oscilla-
tions  with  complex  frequencies,  which  always  depend
only  on  the  black  hole  properties,  such  as  mass,  charge,
and angular  momentum.  These  modes  are  called   quas-
inormal  modes  (QNMs).  The  gravitational  perturbation
equations for the axial sector of Schwarzschild spacetime
were initially formulated by Regge and Wheeler [18] and
later extended to the polar sector by Zerilli  [19, 20]. Ex-
tensive research  has  been  dedicated  to  numerically   de-
termining  the  quasinormal  frequencies  (ω)  for  various
scenarios.  It  is  well-established  that  the  axial  and  polar
gravitational perturbations  of  asymptotically  flat   space-
time, such as those associated with Schwarzschild or Re-
issner-Nordström  BHs,  exhibit  isospectrality  [21].  Con-
versely,  the  investigation  of  quasinormal  modes  in
asymptotically Anti-de Sitter (AdS) spacetime has attrac-
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ted significant interest owing to the AdS/CFT duality [22,
23].  Numerical  investigations  have  revealed  a  distinct
parity splitting phenomenon for Schwarzschild-AdS BHs
[24]. Furthermore, in addition to their classical properties,
quasinormal modes also exhibit intriguing quantum char-
acteristics inherent to BHs [25, 26].

After the Bardeen solution was presented, many stud-
ies  focused  on  the  perturbation  problem  of  the  Bardeen
BHs. The QNMs due to the neutral or charged scalar field
perturbation for  regular  black holes  have been discussed
in Refs. [27, 28]. Ulhoa investigated the axial gravitation-
al perturbations of a regular black hole [29]. To investig-
ate the stability of nonlinear electrodynamic black holes,
Moreno  and  Sarbach  derived  the  perturbation  equations
[30].  Based  on  this  result,  Chaverra et  al.  calculated  the
QNMs  of  black  holes  in  nonlinear  electrodynamics  and
discovered  that  parity  splitting  exists  for  the  alternative
model to the Bardeen black hole [31]. Further, Toshmato
et  al.  studied  the  electromagnetic  perturbation  of  black
holes  coupled  with  nonlinear  electrodynamics,  and  their
results show a correspondence between the axial and po-
lar  parts  of  electromagnetic  perturbations  of  electrically
charged  or  magnetically  charged  black  holes  [32,  33].
The Dirac QNMs of regular black holes were also invest-
igated in [34].

c =G = 1
κ = 8π

The Bardeen BH with cosmological constant was ini-
tially introduced by Fernando [35]. In this  study,  we de-
rive the master variables and corresponding master equa-
tions  for  the  gravitational  perturbations  of  Bardeen
(Anti-) de Sitter BHs, employing the so-called A-K nota-
tion.  Our  analysis  encompasses  both  the  axial  (odd-par-
ity) and polar (even-parity) sectors. Subsequently, we nu-
merically compute the QNMs with the necessary analys-
is. The structure of the paper is outlined as follows: In the
subsequent  section,  we  provide  a  brief  overview  of  the
Bardeen  BH  solutions  and  the  construction  of  master
equations for (axial and polar) gravitational perturbations.
Section III focuses on the study of QNMs for the Bardeen
de Sitter BH utilizing the 6th-order WKB approach. Ad-
ditionally, we  present  a  comparative  discussion   regard-
ing  the  quasinormal  frequency  splitting  phenomenon.
Moving on to Section IV, we employ the HH method to
calculate the QNMs of the Bardeen Anti-de Sitter BH. Fi-
nally, Section V is dedicated to summarizes our findings
and  provides  a  comprehensive  discussion.  Throughout
our  study,  we  chose    and  ignored  the  factor

 in gravitational equations. 

II.  GRAVITATIONAL PERTURBATION OF
BARDEEN (ANTI-) DE SITTER BLACK HOLE

First,  we  briefly  introduce  the  Bardeen  de  Sitter  BH
following the work in Ref. [35]. The action is given by 

S =
∫

d4x
√−g
ï

(R−2Λ)
16π

− 1
4π
L(F)

ò
, (1)

L(F) =
3

2αq2

Å √
2q2F

1+
√

2q2F

ã5/2

L(F)

α = q/2M

where   is the Lagrangian of the

nonlinear  electromagnetic  field  strength F,  and R  and  Λ
are  the scalar  curvature  and  cosmological  constant,   re-
spectively. The parameter α in   is related to the mag-
netic  charge q  and  the  mass M of the  space  time as   fol-
lows:  . The field strength F can be written as 

F =
1
4

FµνFµν, (2)

Fµν = ∇µAν−∇νAµ

Fµν

F23 = qsinθ F = q2/2r4

where  .  The  only  non-vanishing  com-
ponent  of    for  spherically  symmetric  spacetime  is

, and then  .
Taking the variation of the action, the equation of mo-

tion can be expressed as 

Rµν−
1
2

Rgµν+Λgµν = 2
Å
∂L(F)
∂F

FµλFν
λ−gµνL(F)

ã
∇µ
Å
∂L(F)
∂F

Fνµ

ã
= 0. (3)

The static spherically symmetric solution is given by [35] 

ds2 = − f (r)dt2+ f (r)−1dr2+ r2
(
dθ2+ sin2 θdφ2

)
, (4)

f (r) = 1− 2Mr2

(r2+q2) 3
2
− Λr2

3

Λ > 0
Λ < 0

where  .  Here, M  and q  are  the

total mass and the magnetic charge of the Bardeen de Sit-
ter BH.  The    case  represents  the  Bardeen  de  Sitter
BH,  and  the    case  represents  the  Bardeen  Anti-de
Sitter BH.

The  decomposition  of  perturbed  metric  was  first
presented  by  Regge  and  Wheeler.  The  perturbed  metric
can be written as 

gab = ḡab+hab, (5)

ḡab

hab

hab

where    denotes the  metric  of  the  background   space-
time. For spherically symmetric spacetime,   can be de-
composed  to  the  axial  part  and  polar  part  under  the
Regge-Wheeler  gauge.  In  this  study,  we  use  the  A-K
notation  to  decompose    [36],  which  helps  to  give  the
perturbed  source  terms.  Note  that  when  calculating  the
QNMs, we do not  need the source term.  However,  here,
we  present  the  master  equation  with  the  source  term  to
provide some basis for studying the self-force or extreme
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Ylm = Ylm(θ,φ)

mass ratio inspiral problems for Bardeen (Anti-)de Sitter
black  holes.  As  such,  the  complete  basis  on  the  two-
sphere  is  constructed  by  a  1-scalar  spherical  harmonic,

,  three  pure-spin  vector  harmonics,  and  six
tensor harmonics [37]. The vector harmonics are defined
as 

YE,lm
a = r∇aY lm,

YB,lm
a = rϵab

cnb∇cY lm,

YR,lm
a = naY lm, (6)

and the tensor harmonics are defined as 

T T0,lm
ab = ΩabY lm, T L0,lm

ab = nanbY lm,

T E1,lm
ab = r n(a∇b)Y lm,

T B1,lm
ab = r n(aϵ

d
b)cn

c∇dY lm,

T B2,lm
ab = r2Ωc

(aϵ
d
b)en

e∇c∇dY lm,

T E2,lm
ab = r2

Å
Ωc

aΩ
d
b −

1
2
ΩabΩ

cd
ã
∇c∇dY lm, (7)

va = (−1,0,0,0) na = (0,1,0,0)
Ωab

Ωab = r2diag(0,0,1,sin2 θ) ϵabc

ϵabc ≡ vdϵdabc ϵtrθφ = r2 sinθ hab

where    and    are two   ortho-
gonal co-vectors,   is the projection operator defined as

,   represents the spatial Levi-
Civita  tensor  ,  and  .  Now, 
can be decomposed as 

hlm
ab =A vavbY lm+2B v(aYE,lm

b) +2C v(aYB,lm
b) +2D v(aYR,lm

b)

+E T T0,lm
ab +F T E2,lm

ab +G T B2,lm
ab +2H T E1,lm

ab

+2J T B1,lm
ab +K T L0,lm

ab , (8)

hab

where the coefficients of each term in the above equation
are  all  scalar  functions  of  t  and  r.  Hence,  the  polar  and
axial parts of   can be written as 

hpolar
ab =

à
AY lm −DY lm −rB∂θY lm −rB∂ϕY lm

S ym KY lm −rH∂θY lm rH∂ϕY lm

S ym S ym r2 Zlm r2FXlm

S ym S ym S ym r2 sin2 θ Zlm

í
(9)

 

haxial
ab =

à
0 0 r cscθC∂ϕY lm −r sinθC∂θY lm

0 0 −r cscθJ∂ϕY lm r sinθJ∂θY lm

S ym S ym −r2 cscθGXlm r2 sinθGW lm

S ym S ym S ym r2 sinθGXlm

í
(10)

where 

Wlm =

ï
∂2
θ +

1
2

l (l+1)
ò

Y lm

Xlm =
[
∂θ∂ϕ− cotθ∂ϕ

]
Y lm

Zlm =
(
EY lm+FW lm

)
. (11)

Assuming  that  the  value  of  charge q  is  fixed,  taking
the variation of Eq. (3), we obtain 

Eab =□hab+∇a∇bhc
c−2∇(a∇chb)c+2R c d

a b hcd

− (Ra
chbc+Rb

chac)+gab(∇c∇dhcd −□hd
d)

−gabRcdhcd +Rhab−2Λhab+2δTBardeen
ab , (12)

where 

δTBardeen
ab = 2δ

Å
∂L(F)
∂F

FacFb
c−gabL(F)

ã
. (13)

EA−EK

EA−EK

Projecting the above equations to the A-K directions,
one can get  the projection equations  . The expli-
cit expression of   will be placed in Appendix A.

ξa

For spherically  symmetric  spacetimes,  there  are   sev-
eral gauge choices [18]. In this study, we choose the RW
gauge, i.e., the gauge vector   , as 

ξa =

Å
rB+

r2

2
∂

∂t
F
ã

vaY lm

+

Å
rH− r

2
∂

∂r
F
ã

YR,lm
a

+
r
2

FYE,lm
a +

r
2

GYB,lm
a , (14)

B = F = H = G = 0
hab

which yields  . Then, the polar and axi-
al sectors of   become 

hpolar
ab =

à
AY lm −DY lm 0 0

−DY lm KY lm 0 0

0 0 r2 EY lm 0

0 0 0 r2 sin2 θ EY lm

í
(15)

 

haxial
ab =

à
0 0 r cscθC∂ϕY lm −r sinθC∂θY lm

0 0 −r cscθJ∂ϕY lm r sinθJ∂θY lm

S ym S ym 0 0

S ym S ym 0 0

í
(16)
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Then,  we  construct  the  master  variables  and  master
equations for the axial or polar part, respectively. For the
axial part, let 

ψ(−) = f J (17)

ψ(−)and   be satisfied  Å
f 2 ∂

2

∂r2
− ∂2

∂t2
+ f ′ f

∂

∂r
−V (−)

ã
ψ(−) = S (−) (18)

with 

V (−) =
f

r2

(
−2+λ+2r2Λ+2 f + r f ′+ r2 f ′′+4r2κL

)
. (19)

and 

S (−) = f 2EJ−
1
2

r f
Å

f
∂

∂r
EG+ f ′EG

ã
. (20)

λ = l(l+1)where  .
For  the  polar  part,  we  choose  the  gauge  invariants χ

and φ, defined as [38] 

χ =− 1
2

e2Λ(r)E,

φ =
1
2

K− 1
2

(rΛ′(r)+1)e2Λ(r)E− r
2

e2Λ(r) ∂

∂r
E. (21)

Λ(r)

ψ(+)

Note  that  here,    is  the  metric  function  mentioned  in
[38],  rather  than  the  cosmological  constant.  Then,  the
master variable   can be constructed as 

ψ(+) =
χ

f
− 2φ
−2+λ+2r2Λ+2 f +2r f ′+4r2κL , (22)

which satisfies the polar sector equation as  Å
f 2 ∂

2

∂r2
− rN
στ

∂2

∂t2
+ c1

∂

∂r
+ c0

ã
ψ(+) = S (+) (23)

with 

S (+) =
r

2 fσ
∂

∂r
EA−

MF

2σ
∂

∂r
EF−NAEA+NFEF

+
rN
2στ

Å
r

fσ
∂

∂t
ED+EH+

1
2

EK

ã
. (24)

c1 c0 MFwhere  the  parameters N, σ,  τ,  ,  and    as  well  as  ,

NA NF

q = 0

,  and   are all  the functions of background. The ex-
plicit expression  of  these  functions  can  be  found  in  Ap-
pendix B. It is easy to check that the above results can be
reduce to those of GR when  .

ψ(±) = ψ(±)(r)|rme−iωt
Calculating the QNM, we set the source term to van-

ish  and  consider  the  variable  .  The
axial  sector  Eq.  (18)  can  be  directly  written  as  the
Schrödinger-like equation with an effective potential, 

d2ψ(−)(r)
dr2
∗
+
[
ω2−V (−)

]
ψ(−)(r) = 0, (25)

with 

dr
dr∗
= f (r), (26)

where ω  is  the  quasinormal  frequency,  which  indicates
that the  black hole  will  oscillate  under  gravitational  per-
turbations. However, for the polar sector, Eq. (23) can be
denoted as  ï

η1
∂2

∂r2
+η2

∂

∂r
+

Å
− ∂

2

∂t2
+η3

ãò
ψ(+)(r) = 0, (27)

where 

η1 = f 2στ

rN
,

η2 = c1
στ

rN
,

η3 = c0
στ

rN
(28)

and  following  the  standard  steps  presented  in  [39],  the
standard Schrödinger-like equation is given by 

d2Z
dz2
+
[
ω2−V (+)

]
Z = 0, (29)

where 

Z = η−
1
4

1 exp
Å

1
2

∫
η2

η1
dr
ã
ψ(+)(r) (30)

and 

dr
dz
= η

1
2
1 (31)

meanwhile the potential in Eq. (29) reads as 
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V (+) =−
√
η1

2
∂

∂r

Ç
d
√
η1

dr
− η2√

η1

å′
+

1
4

Ç
d
√
η1

dr
− η2√

η1

å2

−η3. (32)
 

III.  THE QUASINORMAL MODES FOR
BARDEEN DE SITTER BLACK HOLE

 

A.    6th-order WKB approach

V(r0)
V (+)

f (r) L

In this section, we calculate the QNMs of the gravita-
tional perturbation of the Bardeen de Sitter spacetime as a
function  of  the  magnetic  charge q  and  the  cosmological
constant by applying the sixth-order WKB approach. The
WKB  approximation  is  one  of  the  most  widely  used
methods for calculating the QNMs of BHs. This method,
which  employs  a  semianalytic  technique,  is  designed  to
solve the problem of scattered waves near the peak of the
potential  barrier    in  quantum  mechanics  [40−45].
Since the complete expression of the potential   in Eq.
(29) is too complex, we expand the wave equations up to
the fourth order of q in the following calculations. Hence,

 and   can be rewritten as 

f (r) = 1− 2M
r
− Λr2

3
+

3Mq2

r3
− 15Mq4

4r5
(33)

 

L = 3Mq2

r5
− 15Mq4

2r7
. (34)

f (r) L

In  the  following  subsection,  the  numerical  results
show that the 4th order expansion of q has enough accur-
acy for our discussion. However, in order to improve the
computational  accuracy,  we  expand    and    to  the
10th order of q in our calculation program.

V(r)

Here, we use the sixth-order WKB approach to calcu-
late the QNMs for the Bardeen de Sitter BH. For general
potential  , the sixth order formula is given by 

i
ω2−V0√
−2V ′′0

−Λ2−Λ3−Λ4−Λ5−Λ6 = n+
1
2
, (35)

where 

V0 = V |r=rmax , V ′′0 =
d2V
dr2
∗

∣∣∣
r=rmax

, (36)

rmax

n = 0,1,2... Λ2 Λ3

Λ4 Λ5 Λ6

, corresponding  to  the  maximum value  of  the  poten-
tial  V,  n,  is  the  overtone  number,  which  can  be  set  as

. The explicit expressions of   and   can be
found  in  [41,  42],  and  ,  ,  and    can  be  found  in
[43]. 

B.    Numerical results
l ≥ 2

M = 1
The  gravitational  modes  exist  for  .  In  de  Sitter

spacetime, we set  . Figure 1 describes the QNMs of
axial gravitational  perturbation  when  expanding  to   vari-
ous  orders  of q.  For  polar  gravitational  perturbation,  the
results also indicate similar convergent behavior. It shows
that  expanding to  the  fourth  order  of q  is  sufficient,  i.e.,
Eqs. (33) and (34) are valid in our calculation.

l = 2
n = 0

Figure 2 and Fig. 3 show the QNMs of the axial and
the  polar  parts  of  the  gravitational  perturbation  for 
and  ,  respectively.  The  figures  reveal  that,  when  q
increases, the real part increases, but the magnitude of the
imaginary  part  decreases  first  and  then  increases.  The
specific  data  for  the  QNM  frequencies  are  presented  in
Appendix C. The data in Table 2 indicate that the break-
ing  of  isospectrality  of  QNMs  exists  in  the  Bardeen  de
Sitter BH.

q = 0.6

One should confirm that the WKB approach does not
cause  this  breaking  of  isospectrality.  We  calculate  the
QNMs  using  various  orders  of  the  WKB  approach  and
find that the error due to considering various orders of the
WKB approach is much smaller than the breaking of iso-
spectrality when  .  Therefore,  we consider  that  the
axial and the polar gravitational perturbations of Bardeen
de Sitter BHs are not isospectral.

In Fig. 4, we show the relative gap between the axial
gravitational and  the  polar  gravitational  QNM   frequen-

 

l = 2
n = 0 q = 0.2 Λ = 0.05

Fig. 1.    (color online) QNMs of axial gravitational perturba-
tion for varying the expanding order of q.  Here,  we set  ,

,  , and  .
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∆ωcies, where   is defined as 

∆ω =
ωodd−ωeven

ωodd ×100%. (37)

This result clearly shows that isospectrality will break
in  Bardeen  de  Sitter  spacetime  as  charge  q  increases.
However, when l is sufficiently large, our numerical res-
ults show that the frequency spectra for the axial and po-
lar gravitational perturbations converge. This implies that
isospectrality will tend to be preserved for large l's. 

IV.  THE QUASINORMAL MODES FOR
BARDEEN ANTI-DE SITTER BLACK HOLE

 

A.    HH method

M = 1
ϕ(−)

For  the  Bardeen  Anti-de  Sitter  BH,  we  use  the  HH
method to calculate the QNMs [23, 24]. A brief introduc-
tion to this method is as follows: In the HH method, the
condition   no longer holds. For the axial sector, we
write   for a generic wavefunction as 

ϕ(−) = eiωr∗ψ(−), (38)

the Schrödinger-like equation becomes 

f (r)
∂2ϕ(−)

∂r2
+
[

f ′(r)−2iω
] ∂ϕ(−)

∂r
− V

f (r)
ϕ(−) = 0. (39)

ϕ(+)For the polar sector, from Eq. (29), we consider that 
can be written as
 

ϕ(+) = eiωzZ (40)

 

l = 2,n = 0
Fig. 2.    (color online) QNM frequencies of the axial gravita-
tional perturbation of the Bardeen de Sitter BHs for  .

 

l = 2,n = 0
Fig. 3.    (color online) QNM frequencies of the polar gravita-
tional perturbation of the Bardeen de Sitter BHs for  .

 

Λ = 0.02
l = 2,n = 0

Fig. 4.    (color online) The relative gap between the axial and
polar  QNMs  of  Bardeen  de  Sitter  BHs  with    and

.
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and satisfied by 

g(r)
∂2ϕ(+)

∂r2
+
[
g′(r)−2iω

] ∂ϕ(+)

∂r
− V

g(r)
ϕ(+) = 0 (41)

where 

∂r
∂z
= f (r)

…
στ

rN
= g(r). (42)

x = 1/r
rh < r <∞ 0 < x < xh

xh

Then,  introducing a transformation    to restrict
the studied region    to a finite region 
and  expanding  Eqs.  (39)  and  (41)  at  the  horizon  ,  we
obtain 

s(x)
d2

dx2
ϕ(x)(±)+

t(x)
x− xh

d
dx
ϕ(x)(±)+

u(x)
(x− xh)2 ϕ(x)(±) = 0. (43)

s(x) t(x) u(x)
x = xh

The  coefficient  functions  ,  ,  and    can be   ex-
panded at horizon  , 

s(x) =
∞∑

n=0

sn(x− xh)n (44)

t(x) u(x) u(xh) = 0
u0 = 0
and similarly for   and  . Note that   yields

.  After  that,  we consider  the solution for  Eqs.  (39)
and (41), 

ϕ(x) =
∞∑

n=0

an(ω) (x− xh)n , (45)

and Eq. (43) gives 

an(ω) = − 1
Pn

n−1∑
k=0

[k(k−1)sn−k + ktn−k +un−k]ak, (46)

where 

Pn = n(n−1)s0+nt0. (47)

ϕ = 0 x = 0Using the boundary condition   at infinity, i.e.,  , 

∞∑
n=0

an(ω) (−xh)n = 0. (48)

0
0

ωN

The problem is  now reduced to  that  of  finding a  nu-
merical  solution of  Eq.  (48).  Since  one cannot  get  a  full
sum from    to infinity,  the summation should be cut  off
at an appropriate position N. Taking a partial sum from 
to N, the numerical roots for   of Eq. (48) can be evalu-

0 N +1
ωN+1 ωN ωN+1

N = 50
N = 150

Λ = −3

ated by some numerical method. Then, we move on to the
case that  takes a  partial  sum from    to  , and simil-
arly determine  . Comparing   and   can help us
determine N to achieve a certain computational accuracy.
It  shows  that  when    for  axial  perturbation  or

  for  polar  perturbation,  the  calculation  accuracy
has three significant digits. Note that in Bardeen Anti-de
Sitter spacetime, we set  .
 

B.    Numerical results of QNMs

rh

rh ∈ [1,100]

logrh ∈ [0.4,0.7]

logrh ∈ [1.5,2.0]

Here,  we use the HH method to calculate  the QNMs
of the Bardeen Anti-de Sitter BH and study the influence
of  magnetic  charge q on QNMs.  The range of    is  lim-
ited  to  . The  specific  data  are  placed  in  Ap-
pendix  C.  Figure  5  and Fig.  6  show  the  axial  and  polar
parts  of  the  gravitational  QNM frequencies  for  Bardeen
Anti-de Sitter  spacetime.  For  the  axial  gravitational  per-
turbation,  we only consider  the range    to
obviously  show  that  as  the  charge  q  increases,  the  real
part  of ω will  decrease,  and the magnitude of  imaginary
part  of ω  will increase.  However,  for  the  polar   gravita-
tional  perturbation,  we  only  consider  the  range

, where  the  deviations  due  to  the   pres-
ence of charge q can be clearly seen.
 

 

l = 2 n = 1

Fig. 5.    (color online) QNM frequencies of the axial gravita-
tional  perturbation  of  the  Bardeen  Anti-de  Sitter  BHs  with

 and  .
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V.  CONCLUSION AND DISCUSSION

In this study, we investigate the gravitational perturb-
ations of  the  Bardeen  BH in  the  presence  of  a  cosmolo-
gical  constant.  Both  the  axial  (odd-parity)  and  polar
(even-parity)  sectors  are  considered,  and  we  provide  the
detailed construction process for the decoupled equations
with  source  terms.  Then,  we  derive  Schrödinger-type
equations  with  effective  potentials  given  by  equations
(25) and  (29).  Subsequently,  we  apply  the  WKB   ap-
proach to analyze the quasinormal modes (QNMs) for the
Bardeen de Sitter spacetime. The obtained QNM frequen-
cies are presented in Tables 1 and 2. We explore various
combinations of values for q and Λ while fixing l and n,
and vice versa. The results reveal deviations between the
QNM frequencies in the polar sector and those in the axi-
al sector. We conduct additional calculations using differ-
ent  orders  of  q  and  the  WKB  approach  to  ensure  that
these  deviations  are  not  due  to  numerical  errors,  .  Our
findings demonstrate convergence, suggesting that the de-
viations  are  not  due  to  the  order  of  q  or the  WKB   ap-
proach (and the currently used orders are sufficiently high
to  ensure  the  required  accuracy  of  our  conclusions).
Moreover,  numerical  analysis  indicates  that  the  errors
arising  from different  choices  of  the  orders  of q  and  the

 

l = 2,n = 0

Fig. 6.    (color online) QNM frequencies of the polar gravita-
tional  perturbation  of  the  Bardeen  Anti-de  Sitter  BHs  with

.

 

q = 0.1 Λ = 0.02

Table  1.      QNM frequencies  of  the  gravitational   perturba-
tions calculated using the WKB approach with different l and
n in Badeen de Sitter spacetime. The parameters are chosen as

 and  .

l n
odd parity even parity relative deviation

Re(ω) -Im(ω) Re(ω) -Im(ω) Re(ω) -Im(ω)

2
0 0.3396 0.0816 0.3392 0.0817 0.1178% 0.1225%

1 0.3201 0.2485 0.3196 0.2490 0.1562% 0.2012%

3

0 0.5446 0.0844 0.5443 0.0844 0.0551% 0%

1 0.5323 0.2551 0.5320 0.2552 0.0564% 0.0392%

2 0.5087 0.4316 0.5083 0.4316 0.0786% 0%

4

0 0.7348 0.0855 0.7346 0.0855 0.0272% 0%

1 0.7256 0.2577 0.7253 0.2577 0.0413% 0%

2 0.7076 0.4331 0.7073 0.4331 0.0424% 0%

3 0.6818 0.6142 0.6816 0.6142 0.0293% 0%

5

0 0.9190 0.0861 0.9188 0.0861 0.0218% 0%

1 0.9116 0.2589 0.9114 0.2589 0.0219% 0%

2 0.8970 0.4339 0.8968 0.4339 0.0223% 0%

3 0.8758 0.6126 0.8756 0.6126 0.0228% 0%

4 0.8488 0.7964 0.8485 0.7964 0.0353% 0%

 

l = 2 n = 0

Table  2.      QNM frequencies  of  the  gravitational   perturba-
tions calculated using the WKB approach with different q and
Λ in Badeen de Sitter spacetime. Here,   and  .

q Λ
odd parity even parity relative deviation

Re(ω) -Im(ω) Re(ω) -Im(ω) Re(ω) -Im(ω)

0.2

0.00 0.3784 0.0883 0.3766 0.0886 0.4757% 0.3238%

0.02 0.3432 0.0813 0.3415 0.0815 0.4953% 0.2472%

0.04 0.3039 0.0731 0.3023 0.0732 0.5265% 0.1752%

0.06 0.2586 0.0631 0.2572 0.0632 0.5414% 0.1220%

0.08 0.2035 0.0504 0.2024 0.0505 0.5405% 0.1646%

0.10 0.1265 0.0318 0.1258 0.0318 0.5534% 0%

0.4

0.00 0.3935 0.0868 0.3859 0.0873 1.9314% 0.5760%

0.02 0.3588 0.0801 0.3515 0.0800 2.0346% 0.1248%

0.04 0.3202 0.0724 0.3134 0.0728 2.1237% 0.5525%

0.06 0.2760 0.0633 0.2699 0.0636 2.2101% 0.4739%

0.08 0.2230 0.0519 0.2179 0.0520 2.2870% 0.1927%

0.10 0.1527 0.0360 0.1491 0.0361 2.3576% 0.2778%

0.6

0.00 0.4282 0.0815 0.4049 0.0839 5.4414% 2.9448%

0.02 0.3927 0.0765 0.3718 0.0780 5.3221% 1.9608%

0.04 0.3542 0.0703 0.3355 0.0711 5.2795% 1.1380%

0.06 0.3113 0.0628 0.2947 0.0632 5.3325% 0.6369%

0.08 0.2616 0.0535 0.2475 0.0537 5.3899% 0.3738%

0.10 0.1999 0.0414 0.1890 0.0414 5.4527% 0%
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WKB approach  are  significantly  smaller  than  the   ob-
served deviations.  This  provides  evidence  that  the   devi-
ations are due to the inherent differences in odd and even
parities rather than the order of q or the WKB approach.

The  results  unequivocally  demonstrate  that,  for  a
fixed  nonlinear  electromagnetic  charge  q,  the  axial  and
polar  gravitational  perturbations  exhibit  distinct  QNM
frequencies. This observation indicates a violation of iso-
spectrality  in  the  case  of  Bardeen  de  Sitter  BHs.  Unlike
linear  electromagnetic  fields,  the  presence  of  nonlinear
electromagnetic fields disrupts the isospectrality of grav-
itational perturbations.

rh

Furthermore,  we  compute  the  QNMs of  the  Bardeen
Anti-de Sitter spacetime. To gain a clearer understanding
of the impact of varying q on the QNMs, we consider dif-
ferent  ranges  for  the  parameter  .  Our  results  show the
influence  of  the  parameter  q  on  the  real  and  imaginary
parts of the QNMs.

Notably,  the  master  equations  derived  in  this  study
contain source terms. However, owing to the QNM calcu-
lations in this study, we impose that the source terms van-
ish. However,  if  we  consider  the  extreme  mass  ratio   in-
spiral  model,  i.e.,  a  point  particle  moving  around  the
Bardeen BH, one can calculate the energy flux at infinity
or the gravitational wave of inspiral phase using our mas-
ter  equations.  In  contrast,  the  Bardeen BH considered in
this  study  is  a  simple  RBH solution.  The  ABG solution
seems to be a more reasonable choice as it approaches the
Reissner-Nordström  solution  at  asymptotic  infinity  [6].
Whether the breaking of isospectrality occurs in all  non-
linear electromagnetic  theories  is  worth  further   explora-
tion.  With  the  improvement  of  detection  sensitivity,  the
LIGO/Virgo/KAGRA cooperation  is  expected  to   accur-
ately measure the QNMs of the BH ringdown phase and
confirm/deny  the  breaking  of  isospectrality  from  the
QNM signal in the near future.
 

EA EK

APPENDIX A: EXPLICIT EXPRESSIONS FOR

-

hlm
abBy projecting the perturbed metric   onto these or-

thogonal tensor bases, the expressions for coefficients A-
K can be obtained.
 

A = f 2
∮

hlm
ab(vavbY∗lm)dΩ,

B =− f
l(l+1)

∮
hlm

abvaYb∗
E,lmdΩ,

 

C =− f
l(l+1)

∮
hlm

abvaYb∗
B,lmdΩ,

D =−
∮

hlm
abvaYb∗

R,lmdΩ,

E =
1
2

∮
hlm

abT ab∗
T0,lmdΩ,

F =
2(l−2)!
(l+2)!

∮
hlm

abT ab∗
E2,lmdΩ,

G =
2(l−2)!
(l+2)!

∮
hlm

abT ab∗
B2,lmdΩ,

H =
1

l(l+1) f

∮
hlm

abT ab∗
E1,lmdΩ,

J =
1

l(l+1) f

∮
hlm

abT ab∗
B1,lmdΩ,

K =
1
f 2

∮
hlm

abT ab∗
L0,lmdΩ. (A1)

l ≥ 2Only the case of   is considered in this study.
EA−EKThe field equation of  

EA =−
2( f −1+ r2Λ+2r2L+ r f ′)

r2
A

− (l2+ l+2 f +4r f ′) f 2

r2
K− 2 f 3

r
∂

∂r
K

− (l2+ l−2) f
r2

E+
f (6 f + r f ′)

r
∂

∂r
E

+2 f 2 ∂
2

∂r2
E, (A2)

 

EB = −
f ′

r
D− f

r
∂

∂r
D− 1

r
∂

∂t
E− f

r
∂

∂t
K, (A3)

 

EC =−
l2+ l−2+2r2Λ+2 f +2r f ′+ r2 f ′′+4r2L

r2
C

+
2 f
r
∂

∂r
C+ f

∂2

∂r2
C+

3 f
r
∂

∂t
J+ f

∂2

∂t∂r
J,

(A4)

 

ED =−
l2+ l−2+2r2Λ+2 f +4r2L+2r f ′

r2
D

+
r f ′−2 f

r f
∂

∂t
E−2

∂2

∂t∂r
E+

2 f
r
∂

∂t
K, (A5)
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EE =−
f (l2+ l+2r f ′+2r2 f ′′)− r2 f ′2

2r2 f 2
A− r f ′−2 f

2r f
∂

∂r
A

+
∂2

∂r2
A+

2 f + r f ′

r f
∂

∂t
D+2

∂2

∂t∂r
D

− 4rL+2 f ′+ r(2Λ+2rL′+ f ′′)
r

E

+
r3L′−2 f − r f ′

r
∂

∂r
E− f

∂2

∂r2
E+

1
f
∂2

∂t2
E

+
r2 f ′2+ f (l2+ l+6r f ′+2r2 f ′′)

2r2
K

+
f (2 f + r f ′)

2r
∂

∂r
K+

∂2

∂t2
K,

(A6)
 

EF = −
1

r2 f
A+

f
r2

K, (A7)

 

EG = −
2
r f

∂

∂t
C− 2 f +2r f ′

r2
J− 2 f

r
∂

∂r
J, (A8)

 

EH =
2 f + r f ′

2r2 f 2
A− 1

r f
∂

∂r
A− 1

r f
∂

∂t
D+

1
r
∂

∂r
E

− 2 f + r f ′

2r2
K, (A9)

 

EJ =
1
r f

∂

∂t
C− 1

f
∂2

∂t∂r
C− 1

f
∂2

∂t2
J

− l2+ l−2+2r2Λ+4r2L+2r f ′+ r2 f ′′

r2
J, (A10)

 

EK =−
l2+ l+2r f ′

r2 f 2
A+

2
r f

∂

∂r
A+

4
r f

∂

∂t
D+

l2+ l−2
r2 f

E

− 2 f + r f ′

r f
∂

∂r
E+

2
f 2

∂2

∂t2
E

− 2(2r2L−1+ r2Λ)
r2

K,

(A11)

 

APPENDIX B: EXPRESSIONS FOR PARAMET-

ERS IN EQS. (23) AND (24)

Here, we present the explicit expressions of the para-
meters in Eq. (23), which are given by
 

N = −4 f 2µ−σ (−ρσ+2 f ′)+2 f (γσ− νσ+σ′) , (B1)

 

σ = −2+λ+2r2Λ+2 f +2r f ′+4r2κL, (B2)

 

τ = −2+λ+2r2Λ+3r f ′+4r2κL, (B3)

 

c0 =
1

2 f Nσ2

ß
−2 f 2M1Nµ−M1Nσ f ′

+ f
î
σNM′1−σM1N′+M2N (−νσ+σ′)

ó™
, (B4)

 

c1 =
1

2Nσ

ß
M1N − f

î
N2+2 fσN′

+2N
(
2 f 2µ+ f νσ−σ f ′−2 fσ′

)ó™
, (B5)

and the parameters appearing in the source term Eq. (24)
are given by
 

MF =
r
τ

(η+λσ−2 fσ+ r f ′σ) , (B6)

 

NA =
1

4 f 2Nσ2

ß
rN2+2r fσN′

+2N
î
2r f 2µ+2rσ f ′+ f (−σ+ rνσ− rσ′)

ó™
, (B7)

 

NF =
1

4 f Nσ2τ

ß
rN2η+2 f MFστN′+2Nτ

î
2 f 2MFµ

+MFσ f ′− f
(
σM′F − νσMF +σ

′MF
)ó™

, (B8)

Here, we have
 

M1 = f
î
ρσ2+ f (−2νσ+2σ′)

ó
, (B9)

 

M2 = 2 f
(
2 f 2µ− fγσ+σ f ′

)
, (B10)

 

η =4−λ2−8r2Λ+4r4Λ2+4 f 2+16r4κ2L2

−8r f ′− r f ′λ+8r3 f ′Λ+4r2 f ′2

+16r2κL
(
r2Λ+ r f ′−1

)
+2 f

(
−4+λ+4r2Λ+8r2κL+4r f ′

)
, (B11)
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γ =− 1
2 f (λ−2+2r2Λ+4r2κL+3r f ′)

×
ß

4 f (rΛ+2rκL+ f ′)+ f ′
(
λ−2+2r2Λ+4r2κL+4r f ′

)™
, (B12)

 

ρ =
1
r
− f ′

λ−2+2r2Λ+4r2κL+3r f ′
, (B13)

 

ν =− 1
2r f (λ−2+2r2Λ+4r2κL+3r f ′)

×
ß

2 f
(
λ−2+2r2Λ+4r2κL+4r f ′

)
+ r f ′

î
− r f ′+5

(
λ−2+2r2Λ+4r2κL+3r f ′

)ó™
,

(B14)

 

µ =
1

4r f 2 (λ−2+2r2Λ+4r2κL+3r f ′)
×
ß

8 f 2
(
λ−2+ r2Λ+2r2κL+2r f ′

)
− r2 f ′2

(
λ−2+2r2Λ+4r2κL+2r f ′

)
+2 f
î
r2 f ′2+ r f ′

(
−12+6λ+2r2Λ−3r2 f ′′

)
+
(
λ−2+2r2Λ

)(
2λ−4− r2 f ′′

)
−4r2κL

(
4−2λ− r f ′+ r2 f ′′

)ó™
. (B15)

 

APPENDIX C: QUASINORMAL MODE FREQUENCIES

 

rh Λ = −3 N = 50
Table C1.    Axial gravitational QNM frequencies of the Bardeen Anti-de Sitter spacetime calculated using the HH method with differ-
ent q and  , where the cosmological constant is set as  , and the cutoff number of the summation is determined as  .

q rh
l = 2,n = 0 l = 2,n = 1 l = 3,n = 0 l = 3,n = 1

Re(ω) -Im(ω) Re(ω) -Im(ω) Re(ω) -Im(ω) Re(ω) -Im(ω)

0.2

2 0~ 0.816839 4.36465 5.38995 0~ 2.38847 4.47733 5.22429

4 0~ 0.369257 7.76816 10.6822 0~ 0.913702 7.93976 10.6235

6 0~ 0.242054 11.3485 16.0005 0~ 0.587737 11.4762 15.9616

8 0~ 0.180492 14.9857 21.3237 0~ 0.435592 15.0850 21.2945

10 0~ 0.144009 18.6470 26.6488 0~ 0.346595 18.7277 26.6254

50 0~ 0.028672 92.5018 133.195 0~ 0.068692 92.5184 133.190

100 0~ 0.014334 184.957 266.386 0~ 0.034337 184.966 266.384

0.4

2 0~ 1.10090 4.10727 5.91645 0~ 3.29842 3.88143 6.03826

4 0~ 0.455923 7.65404 10.8665 0~ 1.01260 7.82060 10.8118

6 0~ 0.295336 11.2736 16.1174 0~ 0.643960 11.4004 16.0793

8 0~ 0.219352 14.9298 21.4100 0~ 0.475610 15.0288 21.3810

10 0~ 0.174700 18.6023 26.7173 0~ 0.377861 18.6829 26.6940

50 0~ 0.034677 92.4929 133.208 0~ 0.074702 92.5095 133.204

100 0~ 0.017335 184.953 266.393 0~ 0.037338 184.961 266.391

0.6

2 0~ 1.64729 4.34131 7.41637 0~ ~ 5.19887 7.46867

4 0~ 0.601735 7.45796 11.2095 0~ 1.18029 7.61522 11.1654

6 0~ 0.384439 11.1468 16.3213 0~ 0.738091 11.2720 16.2847

8 0~ 0.284234 14.8357 21.5573 0~ 0.542447 14.9342 21.5289

10 0~ 0.225908 18.5275 26.8332 0~ 0.430034 18.6079 26.8102

50 0~ 0.044687 92.4781 133.231 0~ 0.084719 92.4947 133.226

100 0~ 0.022336 184.946 266.404 0~ 0.042340 184.954 266.402
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