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e+e−→ (W,Z,γ)→ νeνeAbstract: The stellar energy loss rates due to the production of neutrino pairs   are calcu-
lated using the minimal extension of the Standard Model with the electromagnetic properties of the Dirac neutrinos,
which takes the contributions of the neutrino charge radius, anapole moment, and dipole moments into account. We
show that the contribution of the electron neutrino's dipole moment is small compared with that of the charge radius.
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I.  INTRODUCTION

Neutrinos are  among  the  most  fascinating  and   enig-
matic  particles  in  nature.  They  are  also  the  second  most
abundant  particles  after  photons  in  the  visible  universe.
Unlike photons,  the  interactions  of  neutrinos  are   ex-
tremely  weak.  Neutrinos  are  the  lightest  of  all  known
particles;  they  also  do  not  interact  with  normal  matter.
When they are produced in stellar interiors, they can eas-
ily absorb energy that would otherwise take much longer
to be  transported  to  the  surface  by  radiation  or   convec-
tion.  The  resulting  energy  sink  in  the  center  of  the  star
can dictate the star's rate of nuclear burning, structure and
evolution,  and  ultimately  how its  life  ends.  Any  process
that produces neutrinos in stellar interiors acts as a sink of
stellar energy, as the mean free path of neutrinos is much
longer  than  the  scale  of  the  stellar  radius.  Neutrinos  are
very important  in high energy physics,  astrophysics,  and
cosmology  [1–4].  Gamov  and  Pontecorvo  were  the  first
to  indicate  the  important  role  played  by  neutrinos  in  the
evolution of stars. Therefore, the neutrino emissions pro-
cess may affect the properties of matter at high temperat-
ures  and  also  affect  stellar  evolution.  The  properties  of
neutrinos have been increasingly researched over the last
sixty  years.  The  possible  electromagnetic  properties  of
massive  neutrinos  include  a  charged  radius,  an  anapole
moment,  a  dipole  magnetic,  and  an  electric  moment
[5–12]. Research on neutrino mass, whether they are Dir-
ac  or  Majorana  particles,  oscillations,  and  form  factors
and especially on the magnetic moment is of great signi-

γplasmon→ νe+ νe
e−+γ→ e−+ νe+ νe
e−+ e+→ νe+ νe
e−+Z→ e−+Z+ νe+ νe
e−continuum→ e−bound+ νe+ νe

ficance  for  the  choice  of  the  theory  of  elementary
particles and for clarifying phenomena such a supernova
dynamics,  stellar  evaluation,  and  the  production  of  sun
neutrinos. The  energy  loss  due  to  neutrino  pair   produc-
tion  is  huge,  and  it  is  an  important  process  in  a  wide
range of astrophysical problems, such as in the red giant
stages of  stellar  evolution,  neutron  stars,  supernova   col-
lapse, and for the cooling of white dwarfs [13–17]. While
the three thermal neutrino processes, namely plasmon de-
cay  ( ),  photo  neutrino  production
( ),  and  pair  annihilation
( )  are  dominant,  the  bremstrahlung
( )  and  recombination  processes
( ) play  a  smaller  role  in   astro-
physics  and  cosmology.  The  energy  loss  rates  of  these
processes have already been calculated at various temper-
ature  values  and  matter  densities  in  different  models
[18–29].

ννγ

The  most  general  expression  for  the  effective  vertex
of the interaction   is given by [5, 29–31] 

Γµ =eγµF1(q2)+ (ie/2mν)σµλqλF2(q2)

+ (e/2mν)σµλqλγ5F3(q2)

+ e
(
γµ−
̸qqµ
q2

)
γ5q2F4(q2) (1)

qλ

F1,2,3,4(q2)
for  the  diagonal  cases,  where    is the  photon   mo-
mentum  and    are  the  electromagnetic  form
factors of the neutrino. Note that in the derivations of the
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decomposition  in  Eq.  (1),  the  demands  based  on  the
Lorentz invariance and the electromagnetic gauge invari-
ance are taken into account. The charge radius, magnetic
moment,  electric  dipole  moment,  and  anapole  moment
are defined as [8]
 

< r2 >= 6
dF1(q2)

dq2

∣∣∣∣∣∣
q2=0
,

me

mν
F2(q2 = 0) = µν,

e
2mν

F3(q2 = 0) = dν, F4(q2 = 0) = a. (2)

A Dirac  neutrino  has  a  charge,  a  magnetic  moment,
an electric dipole moment (which is absent in the CP in-
variant theory), and an anapole moment. However, a Ma-
jorana  neutrino  has  only  a  diagonal  anapole  moment,  as
its  antiparticle  is  equal  to  itself  (imposing  the  restriction
of the C-, -P, -T-properties). In addition, Majorana neutri-
nos can have as many transition moments as Dirac neutri-
nos.

γνν

There have been studies on the energy loss in the an-
nihilation processes  in  the  frame  of  SM  and  the   exten-
sion of  SM [11, 12, 25, 26].  In  Sec.  II  of  this  study,  we
calculate the cross sections and energy loss rate of a pair
annihilation process in the extended SM, which includes
the  neutrino  electromagnetic  form  factor  (especially  the
charge  radius  and  anapole  moment)  effects on the   neut-
rino  cross  section  and  takes  into  account  the    vertex
for the Dirac neutrinos [7–10, 29, 30]. To the best of our
knowledge  this  has  not  been  previously  studied.  In  Sec.
III, we present and discuss the numerical results.
 

II.  CALCULATION

e−(p1)+
e+(p2)→ νe(q1)+ νe(q2)

The  lowest  order  diagrams  for  the  process 
  are  given  in  Fig.  1.  The  matrix

element of the process due to SM (Figs. 1 (a), (b)) in the
low energy limit are given by making a Fierz transforma-
tion, as follows:
 

M(SM) =
iGF√

2
u(q1)γβ(1−γ5)v(q2)v(p2)γβ(CV −CAγ5)u(p1),

(3)

CV = 1/2+2sin2 θW CA = 1/2 νe

CV = −1/2+2sin2 θW CA = −1/2 νµ ντ

where    and    for  ,  and
  and    for    and    be-

cause  electron  neutrinos  interact  with  both W  and Z  bo-
sons, but muon and tau neutrinos interact only with Z bo-
sons (see the case in Fig. 1(b)).

The matrix  element  due  to  electromagnetic   interac-
tions ( Fig. 1(c)) is given by [32]
 

M(γ) =M(Q)+M(µ), (4)

with
 

M(Q) =
4πα
q2 u(q1)(γβ− qβ ̸ q

q2 )
[
q2

6
< r2
ν >

]
v(q2)v(p2)γλu(p1),

 

M(µ) = −i
2πα
q2 u(q1)σβλqλ

[
µ
]
v(q2)v(p2)γλu(p1),

α = e2/4π < rν >=< r2 > +6γ5a µ = µν+ iγ5dν
γ5

−1

where  ,  , and  .
The effect of    is simply a multiplication of the above-
mentioned formulas for the ultra-relativistic neutrino by a
factor of   .

The total matrix element of the process is as follows:
 

Mt =M(SM)+M(Q)+M(µ). (5)

M(SM) M(Q) M(µ)

qµJµ(q) = 0

There  is  no  interference  between  the  helicity-conserving
(   and  )  and  helicity-flipping  ( )  amp-
litudes.  Combining  the  helicity-conserving  amplitudes
and using  , we find
 

e+ + e−→ νe + νeFig. 1.    The lowest order Feynman diagrams for the process  . The symbols in the parantheses are the momenta of the
particles. The black disc in (c) represents the interaction arising from the effective neutrino interaction beyond the SM.
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M(SM)+M(Q) =
iGF√

2
u(q1)γβ(1−γ5)v(q2)v(p2)

×γβ(C′V −CAγ5)u(p1), (6)

C′V =CV + (
√

2πα/3GF) < r2
ν >where  .

When evaluating  the  cross  section,  we  even   con-
sidered the neutrino mass;  however,  we ignored it  in the
calculations  due  to  its  negligible  contribution.  Then,  we
obtained  the  following  absolute  total  matrix  element
squared 

|Mt |2 =|M(SM)+M(Q)|2+ |M(µ)|2

=G2
F

 αG2
F

(µ2
ν +d2

ν )
(q1 ·q2)(q2 · p1)

(p1+ p2)2

+ (C′V +CA)2(p1 ·q1)(p2 ·q2)

+ (C′V −CA)2(p2 ·q1)(p1 ·q2)

+m2
e(C′V

2−CA
2)(q1 ·q2) } . (7)

MtSquaring  , summing and averaging over the spins,
and integrating over the final momenta by using Lenard's
formula 

∫
d3q1

2w1

d3q2

2w2
δ4(q−q1−q2)qµ1qν2 =

1
24
π(2qµqν+gµνq2), (8)

we have 

σv =
1

(2π)2

1
4E1E2

∫
d3q1

2w1

d3q2

2w2
δ4(p1+ p2−q1−q2)

∑
s

|Mt |2

=
G2

F

48πE1E2

{
8
απ

G2
F

(µ2
ν +d2

ν )(2m2
e + p1 · p2)

+ (C′V
2
+CA

2)
[
2(p1 · p2)2+3m2

e(p1 · p2)+m4
e

]
+12(C′V

2−CA
2)

[
m2

e(p1 · p2)+m4
e

]}
,

(9)

E1 E2−→v
where    and    are  the  energies  of  the  electron  and
positron, and   is the electron-positron relative velocity.

Q
The  rate  of  the  energy  loss  per  cubic  centimeter  per

second   arising from the pair process depends not only
on the  cross-section  (σ) but  also  on  the  available  densit-
ies of electrons and positrons. It is given by 

Q = 4
(2π)6

∫
d3 p1

exp[(E1−µe)/kBT ]+1

× d3 p2

exp[(E2+µe)/kBT ]+1
(E1+E2)vσ, (10)

where σ is the process cross-section and
 

1
exp[(E1,2∓µe)/kBT ]+1

µe

kB

is  the  Fermi-Dirac  distribution  function  for  electrons/
positrons,    is  the  electron  chemical  potential, T  is  the
stellar temperature and   is the Boltzmann constant. We
will assume that the star consists of a completely ionized
gas in thermal equilibrium at a temperature T with a dens-
ity ρ.

λ = (kBT )/me

ν = µe/(kBT ) me

Now,  according  to  [17],  if  we  define 
and   where   is the electron mass, then we
will get the function
 

G±n (λ,ν) = λ3+2n
∫ ∞

λ−1

dx
x2n+1(x2−λ−2)
exp(x± ν)+1

. (11)

The energy loss rate for all values of λ and ν in Eq. (10)
can be written in terms of the integrals given in Eq. (11) as
 

Q =
G2

Fm9
e

18π5

{
12πα
G2

Fm2
e

(µ2
ν +d2

ν )
[
2(G+0 G−−1/2+G−0 G+−1/2)+G−0 G+1/2

+G+0 G−1/2
]
+2(C′V

2
+CA

2)
[
5(G+0 G−−1/2+G−0 G+−1/2)

+7(G−0 G+1/2+G+0 G−1/2)− (G−1 G+−1/2+G+1 G−−1/2)

+8(G−1 G+1/2+G+1 G−1/2)
]
+36(C′V

2−CA
2)

×
[
G+0 G−−1/2+G−0 G+−1/2+G−0 G+1/2+G+0 G−1/2

]}
.

(12)

Q
δQ
QSM =

Q−QSM

QSM

Unfortunately,  these  integrals  cannot  be  calculated
analytically for any values of λ and ν. We evaluated them
for special ranges of the temperatures and densities. In or-
der to compare the results with previously obtained ones
in the SM for electron-positron pair annihilation, we eval-
uated   in various regions of λ and ν, and also calculated

the ratio  .
ρ≤105 gr/cm3, 3×108≤T ≤3×109 K

λ≪ 1, ν≪ 1/λ
In  region  I  ( );

 (nonrelativistic and nondegenerate case)
 

Q1 =
G2

F

π4 m6
eT 3e−2me/T

 απ
G2

Fm2
e

(µ2
ν +d2

ν )+C′2V

 , (13)

104 ≤ ρ ≤ 106 gr/cm3, T ≤ 3×108 K
λ≪ 1, 1/λ < ν < 2/λ
and  in  region  II  ( );

  (nonrelativistic and  mildly  degener-
ate case)
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QII =

√
2πG2

F

π3 m6
e

(
ρ

µe
NA

)(
T
me

)3/2

× e−(me+µe)/T
 απ
G2

Fm2
e

(µ2
ν +d2

ν )+C′2V

 , (14)

then, we get
 

δQI

QSM
I

=
δQII

QSM
II

=

CV +

√
2πα

3GF
< r2
ν >

2

+
πα

G2
Fm2

e
(µ2
ν +d2

ν )

C2
V

−1.

107 gr/cm3 ≤ ρ, 6×107 K < T
λ≪ 1, 1≪ λν

Similarly, in region III ( );
 (relativistic and nondegenerate case),

 

QIII =

√
2πG2

F

20π3 m4
eµ

2
e

(
ρ

µe
NA

)(
T
me

)3/2

e−(me+µe)/T
[
C′2V +C2

A

]
,

(15)

107 gr/cm3 ≤ ρ 1≪ λ, ν≪ 1in  region  IV  ( );    (relativistic
and nondegenerate case)
 

QIV =
7ζ(5)G2

F

12π
(T )9

[
C′2V +C2

A

]
, (16)

108 gr/cm3 ≤ ρ 1010 K ≤ T
1010 gr/cm3 ≤ ρ 1010 ≤ T ≤ 1011 K

1≪ λ, 1≪ ν

and in  region V ( ,    (at the   low-
est),  ,    (at the   extend-
able));   (relativistic and degenerate case)
 

QV =
2G2

F

5π3 (T )4µ2
e

(
ρ

µe
NA

)
e−µe/T

[
C′2V +C2

A

]
, (17)

and again one can get
 

δQIII

QSM
III

=
δQIV

QSM
IV

=
δQV

QSM
V

=

CV +

√
2πα

3GF
< r2
ν >

2

+C2
A

C2
V +C2

A

−1.

III−V
µν dν

Notice  that  the  typical  approximation  for  these  regions
( )  only  considers  the  terms  for  the  dominant
powers, so there is no dependence on the   and   of the
neutrino. 

III.  NUMERICAL RESULTS AND DISCUSSION

e++ e−→ νe+ νe

As  the  magnetic  moment  contribution  has  been
already studied by many researchers  ([25, 26] and refer-
ences therein),  for the purpose of originality,  we will  try
to obtain the effects of the form factors numerically from
the proposed analytical  expressions,  especially the effect
of  the  charge  radius  (or  anapole  moment)  of  the  Dirac
neutrino  on  the  energy  loss  rates  through  the  physical
process of pair-annihilation  .

As is known, this process is one of the main mechan-

 

QI

µν = 1.58×10−12µB
< r2
ν >= 1.5×10−32cm2.

Fig. 2.      (color online) Energy loss rate ( ) as a function of
temperature  (T)  for  the  case    and

QII ν = µe/(kBT ) < r2
ν >

µν ρ = 1.1×106 gr/cm3.

Fig. 3.    (color online) The energy loss rate ( ) as a function of   and the charge radius ( ), and ν and the magnetic
moment ( ) for the case 
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dν = 0

isms of neutrino pair production relevant for neutrino lu-
minosity. We obtained the approximated formula for en-
ergy loss (Q) and the correction contribution in comparis-
on with those of the SM. We investigated both the degen-
erate  and  non-degenerate  Fermi  gas  for  the  case 
using  the  values  of  the  parameters  given  in  [25,  26,
33–37].

QIThe  dependence  of    as  a  function  of  temperature
(T) is visualized in Fig. 2. It is seen that as the temperat-
ure increases, the stellar energy loss rate also increases.

QIIIn Fig.  3  the  dependence  of    on the  pair  of  para-
meters of  the  charge  radius  with  the  degeneration   para-
meter  ν  (Fig.  3(a)  in  this  case,  the  magnetic  moment  is
taken as zero) and the magnetic moment with the degen-
eration parameter ν (Fig. 3(b) in this case, the charge ra-
dius is taken as zero) are displayed. As can be seen, Q de-
creases with an increase in ν as ν is inversely proportion-
al  to  the  temperature  T.  In  addition,  the  effect  of  the
charge radius on the energy loss compared with the mag-
netic moment can be observed more clearly.

10−12 10−10µB QII

µµe
< 3×10−12µB

10−14µB

We have compared the effect of the change on the or-
der of the magnetic moment from   to   on 
in Fig. 4. It can be seen that as the magnetic moment be-
comes larger, even the order of the energy loss rate stays
almost at the same level. Again, the effect of the magnet-
ic  moment  is  more  pronounced  for  the  large  value  case
(Fig.  4(b))  and  is  dominant  in  the  contribution  obtained
for the  standard  model.  In  the  case  of  the  magnetic  mo-
ment  of  the  electron  neutrino,  the  best  bound  is  derived
from  the  globular  cluster  red  giant  energy  loss

  [25,  34,  38].  If  one  takes  a  magnetic
moment  on  the  order  of    [39],  the  effect  of  the
considered  formulation  in  the  numerical  calculation  will
not  be  observed  effectively.  The  contribution  of  the
charge radius still exists in the calculations.

δQ/QSM

III, IV

µν

Finally, in Fig. 5 we display the behavior of 
with respect to the charge radius for the cases  , and
V.  It  has  already been stated  that  the  ratio  depends  only
on the charge radius due to the negligible effect of the di-
pole moment ( ).
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To  conclude,  in  this  study,  we  have  calculated  the
charge  radius  and  magnetic  moment  effects  numerically
for  the  electron  neutrino.  If  τ  neutrinos  are  considered,
when their magnetic moments are   times greater then
of  the  electron  neutrino,  the  effect  of  the  indicated  term
becomes dominant,  and the contribution of  the magnetic
moment  becomes  greater  than  the  contribution  of  the
charge  radius  for  this  situation.  As  an  extension  of  this
study, similar  calculations  can  be  done  for  plasmon   de-
cay and photo neutrino production. 
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