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Abstract: We investigate the   invariant mass distribution in the   reaction at a center-of-mass en-
ergy of   GeV measured by the  BESIII  collaboration,  which concluded that  no significant  signals  were  ob-
served for   because of the low statistics. We show, however, that the   invariant mass distribu-
tion  is  compatible  with  the  existence  of  the    state,  appearing  as  a  peak,  and  a  strong  cusp  structure  at  the

 threshold, resulting from the molecular nature of the   state, which provides a substantial contribution to
the reaction. This is consistent with our previous analysis of the   decay measured by the LHCb collab-
oration.  We  strongly  suggest  further  measurements  of  this  process  with  more  statistics  to  clarify  the  nature  of  the

 and   resonances.
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1    Introduction

XYZ
Since 2003,  many  charmonium-like  states  were   ob-

served experimentally, usually referred to as   states.
Most of  these  states  have  quite  unusual  properties,   bey-
ond the expectations from the classical  quark model.  On
the theoretical side, various interpretations have been pro-
posed  regarding  the  nature  of  these  states  [1-3].  One  of
the most popular is that they are molecular-like states, be-
cause the masses of  most  of  these states  are close to the
threshold of some hadron-hadron channel [1, 2].

X(4160)

A molecular state that couples to several hadron-had-
ron channels may develop a strong and unexpected cusp
in  the  invariant  mass  distribution  in  one  of  the  weakly
coupled  channels  at  the  threshold  of  the  channels  which
are the main components of the state [4, 5]. For example,
the    state  is  predicted  in  Ref.  [6]  to  be  mostly  a

D∗sD̄∗s IG(JPC) = 0+(2++)
J/ψϕ

J/ψϕ
D∗sD̄∗s B+→ J/ψϕK+

X(4160) X(4140)
J/ψϕ

X(4140)

X(4140)

J/ψϕ D∗sD̄∗s

  state  with  quantum  numbers  ,
which  couples  weakly  to    as  well.  As  a  result,  one
can expect a strong cusp in the   mass spectrum at the

  threshold.  Indeed,  the   decay was  in-
vestigated  in  Ref.  [4],  where  both  the  molecular  state

  and  the    resonance were  taken  into   ac-
count. It was found that the low   invariant mass dis-
tributions were better described than the analysis in Refs.
[7, 8], where only the   resonance was considered.
In  addition,  it  was  found  in  Refs.  [7,  8]  that  the  fitted
width  of  the    resonance  is  much  larger  than  the
average  value  quoted  in  PDG [9].  On  the  other  hand,  it
was  also  found  in  Ref.  [4]  that  there  is  a  strong  cusp  in
the   mass spectrum around the threshold of  .

X(4140)
e+e−→ γX(4140)→ γJ/ψϕ

Recently,  the  BESIII  collaboration  has  performed  a
search  for  the  charmonium-like  state    in  the

  process  at  a  center-of-mass
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(c.m.)  energy  of   GeV,  and  concluded  that  there
is no significant signal from   because of
the  low  statistics  [10].  Indeed,  the  BESIII  collaboration
has  carried  out  the  search  for  the    state  in  the
same process at  ,  ,   GeV [11], and con-
cluded that no significant signal was observed. Since the
data  points  of  Ref.  [11]  have  much  larger  uncertainties,
we do not take into account the results of this reference.
However,  looking  at  the    mass  distribution  in  the
process    shown  in  Fig.  5  of  Ref.  [10],  we
see that the   mass distribution, although it may look
featureless on first sight because of the poor statistics, is
not incompatible with a peak from   at 4135 MeV
and  the  cusp  around  the    threshold  of  4230  MeV,
found in the   mass distribution in the 
decay [4].

Pc(4312)

X(4140) X(4160)

In passing,  we  note  that  the  LHCb  collaboration   re-
cently showed that  with 9 times more data,  a fluctuation
assumed in 2015 [12] turned into a  well  established res-
onance,   [13]. In retrospective, many of the mo-
lecular models incorporating heavy-quark spin symmetry
should have predicted the existence of this state (for more
recent  works  see,  e.g.,  Refs.  [14,15]).  By  analogy,  the
seemingly  featureless  BESIII  data  might  indeed  hint  at
the  contributions  of    and  , and  await   fu-
ture clarification.

e+e−→ γJ/ψϕ
√

s = 4.6
X(4140) D∗sD̄∗s

X(4160)
D∗sD̄∗s

e+e−→ γD∗sD̄∗s

In  this  work,  we  will  analyze  the  process
 at   GeV by taking into account the

contribution of the   state and of the   molecu-
lar  state  .  As a test  of  our interpretation,  we also
predict  the    mass  distribution  in  the  process

.

J/ψϕ D∗sD̄∗s
e+e−→ γJ/ψϕ e+e−→ γD∗sD̄∗s

D∗sD̄∗s J/ψϕ
ϕϕ X(4160)

The  paper  is  organized  as  follows.  In  Sec.  2,  we
present the mechanisms for   and   production in
the   and   processes. Our res-
ults and discussion are given in Sec. 3 and Sec. 4, where a
simplified  coupled  channel  approach  with  ,  ,
and   is used for   to assess the inherent theoret-
ical  uncertainties.  Finally,  a  short  summary  is  given  in
Sec. 5.

2    Formalism
J/ψϕ2.1      production mechanism

J/ψϕ cc̄

cc̄

D∗D̄∗ D∗sD̄∗s K∗K̄∗ ρρ ωω ϕϕ

J/ψJ/ψ ωJ/ψ ϕJ/ψ ωϕ ρω ρϕ ρJ/ψ
J/ψϕ 0+(0++)

Y(3940) 0+(2++) Z(3930)

, a system of two vector mesons containing a 
pair,  interacts  strongly  with  other  vector-vector  systems,
in particular with those containing a   pair. This interac-
tion  is  addressed  in  Ref.  [6],  and  several  states  were
found that are dynamically generated by the interaction in
the  coupled  channels  ,  ,  ,  ,  ,  ,

,  ,  ,  ,  ,  ,  and  .  One  finds
three  states  to  which   couples:  the    state de-
noted  as  ,  the    state  denoted  as  ,

0+(2++) X(4160) Y(3940)
D∗D̄∗ Z(3930) D∗D̄∗

X(4160) D∗sD̄∗s J/ψϕ
X(4160)

200 ∼ 300
J/ψϕ Minv(J/ψϕ)

X(4160)

and the   state denoted as  .   couples
mostly to  ,   also couples mostly to  , and

 couples mostly to  . The coupling to   is
also  three  times  stronger  for    than  for  the  other
two  states.  This  feature,  plus  the  fact  that  the  two  light
resonances are about   MeV below the range of
invariant mass of the   system   in the BE-
SIII experiment,  means that the   state is the only
one playing a relevant role in this reaction.

J/ψϕ
B+→ J/ψϕK+

X(4140) X(4160)
X(4140) X(4160) J/ψϕ

J/ψϕ

In Ref. [4], the   invariant mass distribution in the
  reaction  from the  threshold  to  about  4250

MeV [7,8]  is  described  by  considering  the  contributions
of the   and   states, which means that both

 and   play an important role in   pro-
duction. Thus, we extend in the present work the mechan-
ism developed in Ref.  [4] to the following   produc-
tion reaction,

e++ e−→γ∗(ϵµ)
→γ(ϵα)+ J/ψ(ϵγ)+ϕ(ϵβ), (1)

ϵµ ϵα ϵγ ϵβ
γ∗ γ J/ψ ϕ

e+e−→ γϕJ/ψ
√

s = 4.6

D∗sD̄∗s
X(4160)

X(4140)
X(4140)

X(4160)

where  ,  ,  , and   are the polarization vectors for the
virtual photon  , outgoing photon  ,  , and  , respect-
ively.  The  BESIII  collaboration  measured  the  process

 at   GeV, which determines the en-
ergy of the virtual photon. The Feynman diagrams for the
process are depicted in Fig. 1. This reaction can proceed
through  the    interaction, which  dynamically   gener-
ates  the    resonance,  as  depicted  in Fig.  1(a),  and
also  through  the  intermediate    resonance  of  Fig.
1(b).  Obviously,  in the neighborhood of the   and

  resonances,  the  tree  level  term,  proportional  to
the  phase  space,  is  small  compared  to  the  resonance
terms, and therefore we neglect its contribution.

Let us look at the amplitude of the process depicted in
Fig. 1(a). We have,

−iM(a)
J/ψϕ =− itµe+e−

i
P2

∑
pol

ϵµ(γ∗)ϵν(γ∗)ϵα(γ)

× iA′
∫

d4q
(2π)4DD∗s (q)DD̄∗s (P−q)

×
∑
pol

ϵρ(D∗s)ϵρ′ (D
∗
s)

∑
pol

ϵσ(D̄∗s)ϵσ′ (D̄
∗
s)

× (−i)tD∗s D̄∗s ,ϕJ/ψϵβ(ϕ)ϵγ(J/ψ), (2)

A′
γγ∗→ D∗sD̄∗s ≡ √s e+e−

tD∗s D̄∗s ,ϕJ/ψ D∗sD̄∗s
ϕJ/ψ

D∗s D(q)
(−gρρ′ +qρqρ′/M2

D∗s
)
ϵρϵρ′ tµe+e−

e+e−γ∗

where    is  an  unknown  constant  for  the  vertex
,  P  ( )  is  the    total  momentum,

  is  the  transition  matrix  element  from    to
,  which  is  evaluated  with  coupled  channels  in  Ref.

[6] and contains the resonant structure of the state, and q
is the momentum of  .   is the vector meson propag-
ator,  without  the    term,  which  comes
from  the  sum  over  polarizations  ,  and    is  the

 vertex given in Ref. [16],
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−itµe+e− = −iev̄r(p1)γµur′ (p2), (3)

ur′ p2 vr p1 e−

e+

e+e−

with   ( ),   ( ) the four spinors (momenta) of   and
,  respectively.  We  immediately  find  for  the  average

over   polarizations,
1
4

∑
r,r′

tµe+e− (t
ν
e+e− )

∗ =
e2

4
Tr

[
̸p1−me

2me
γµ
̸p2+me

2me
γν

]
, (4)

meand neglecting the electron mass  ,
1
4

∑
r,r′

tµe+e− (t
ν
e+e− )

∗ =
e2

4m2
e

[
pµ1 pν2+ pν1 pµ2 −gµν(p1 · p2)

]
. (5)

i
∫ d4q

(2π)4DD
GD∗s D̄∗s Minv(ϕJ/ψ)

D∗sD̄∗s → ϕJ/ψ
ϕJ/ψ

γ ϕ

J/ψ
X(4160) 2++

D∗sD̄∗s → ϕJ/ψ

The   term in Eq. (2) gives rise to the loop
function  ,  which  is  a  function  of  .  Since
we know the   transition amplitude and loop
function  in  the    rest  frame,  we  shall  work  in  that
frame  in  what  follows.  In  Eq.  (2),  we  have  written  the
generic polarization vectors for the external particles  ,  ,

. Next, we look at the spin structure. Since the reson-
ance   is   coming from the vector in s-wave, the
generic polarization vector for   becomes,

P(a) =

{
1
2

[
ϵβ(ϕ)ϵγ(J/ψ)+ ϵγ(ϕ)ϵβ(J/ψ)

]
−1

3
ϵm(ϕ)ϵm(J/ψ)δβγ

}
×

{
1
2

[
ϵβ(D∗s)ϵγ(D̄∗s)+ ϵγ(D∗s)ϵβ(D̄

∗
s)
]

−1
3
ϵm′ (D∗s)ϵm′ (D̄∗s)δβγ

}
, (6)

β γ m′ (1,2,3)
ϵ0

where the indices  ,  , m and   are now spatial  ,
since  we  are  neglecting  the    component of  these   vec-

ϵ0

D∗sD̄∗s
d3q⃗ |q⃗ | < qmax

qmax ≃ 600 ∼ 700

qmax

tors.  This  can  be  done  because  the  three  momenta  of
these vectors  are  much  smaller  than  their  masses.  A  de-
tailed evaluation of the accuracy of this approximation is
done in Ref. [17] (see Appendix A of that work), with the
conclusion that, for a problem like the present one, the er-
ror omitting   is of the order of 1%. This approximation
can  be  extended  to  the  vector  polarizations  in  the 
propagator, since   is restricted to momenta  ,
with    MeV.  Furthermore,  most  of  the
contribution  to  the  integral  comes  from  momenta  lower
than   [18-20].

D∗sFor  the    propagator, we  can  now  write  the   struc-
ture of the polarization vectors,∑

pol

ϵρ(D∗s)ϵρ′ (D
∗
s) = δρρ′ , ρ,ρ

′ = 1,2,3, (7)

ϵβϵγ
ϵρϵσ γ γ∗ γ

γ∗

and as a consequence, the tensor structure   of Eq. (6)
is translated to   of Eq. (2) that couples to    . For 
and  ,  we  can  also  have  the  s-wave  and  this  forces  the
structure,

1
2

[
ϵβ(γ∗)ϵγ(γ)+ ϵγ(γ∗)ϵβ(γ)

]
− 1

3
ϵn(γ∗)ϵn(γ)δβγ, (8)

β γwhere  ,  , n are also spatial indices.
γ∗The   propagator in Eq. (2), after summing over po-

larizations (virtual photon), gives,∑
pol

ϵβ(γ∗)ϵγ(γ∗) = −gβγ = δβγ, (9)

β γwith spatial indices  ,  .

L = 2
In  principle,  conserving  the  total  spin  and parity,  we

can also have   and spin zero, which corresponds to a
structure, (

pβpγ −
1
3

p⃗2δβγ

)
ϵm(γ∗)ϵm(γ), (10)

p⃗ γ

ϕJ/ψ
where   is the   momentum in the rest frame of the sys-
tem   ,

| p⃗ | =
λ1/2

(
s,0,M2

inv(ϕJ/ψ)
)

2Minv(ϕJ/ψ)
, (11)

λ(x,y,z) = x2+ y2+ z2−2xy−2yz−2xz

p⃗→ p⃗/MJ/ψ

p⃗/MD∗s p⃗/Mϕ

|M(a)
J/ψϕ|

2 ∼ 10−2−10−4

p⃗2

Minv(ϕJ/ψ)

with  .  To  compare
with the former structure, we must make the amplitude of
Eq. (10) dimensionless, which means that  , or

,  or  .  In  either  case,  the  contribution  of  this
term to    is  very small  ( )  and can be
neglected.  This  conclusion  leads  to  the  general  rule  that
reactions  proceed  with  the  smallest  possible  value  of L.
This  is  a  consequence  of  the  factor    that  introduces  a

 dependence in Eq. (11), apart from the one we
shall discuss next, but is in any case smooth and does not
distort the resonant shapes induced by the resonances.

With  the  above  conclusion,  the  amplitude  of  Eq.  (2)
takes the form,

 

e+e−→ γJ/ψϕ D∗s D̄∗s
X(4160) D∗s D̄∗s → J/ψϕ

X(4140)

Fig.  1.      (color  online)  Feynman  diagrams  for  the
 process. (a) the contribution of the   mo-

lecular  state    contained  in  the    vertex,
(b) the contribution of the   resonance.
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M(a)
J/ψϕ =

A′

P2

{
1
2

[
te+e−,lϵ j(γ)+ te+e−, jϵl(γ)

]
−1

3
te+e−,mϵm(γ)δl j

}
×GD∗s D̄∗s tD∗s D̄∗s ,ϕJ/ψ

×
{

1
2

[
ϵl(ϕ)ϵ j(J/ψ)+ ϵ j(ϕ)ϵl(J/ψ)

]
−1

3
ϵn(ϕ)ϵn(J/ψ)δ jl

}
, (12)

which by symmetry can be simplified to,

M(a)
J/ψϕ =

A′

P2 te+e−,lϵ j(γ)
{

1
2

[
ϵl(ϕ)ϵ j(J/ψ)+ ϵ j(ϕ)ϵl(J/ψ)

]
−1

3
ϵn(ϕ)ϵn(J/ψ)δ jl

}
×GD∗s D̄∗s tD∗s D̄∗s ,ϕJ/ψ

=M̃(a)
J/ψϕP̃

(a)
l, j (ϕJ/ψ)

1
P2 te+e−,lϵ j(γ), (13)

with,

M̃(a)
J/ψϕ = A′GD∗s D̄∗s tD∗s D̄∗s ,ϕJ/ψ (14)

P̃(a)
l, j (ϕJ/ψ) =

1
2

[
ϵl(ϕ)ϵ j(J/ψ)+ ϵ j(ϕ)ϵl(J/ψ)

]
− 1

3
ϵn(ϕ)ϵn(J/ψ)δ jl, (15)

and, ∑̄
pol

|M(a)
J/ψϕ|

2 =
1
4

∑
pol

te+e−,lt∗e+e−,s
∑
pol

ϵ j(γ)P̃(a)
l, j

1
P4

× |M̃(a)
J/ψϕ|

2ϵ j′ (γ)P̃(a)
s, j′ , (16)

where the sum over repeated indices is implied. We sum

ϕ J/ψ γ
j′

ϵ(γ)

next  over  the  polarizations  of  ,  ,  but  not  ,  and the
indices j,  . One can do the explicit exercise, but it is un-
necessary because the only indices that remain are l and s,
and  the  only  polarization  vectors  left  are  the  two  .
There can be only two possible combinations,

ϵl(γ)ϵs(γ), (17)
and

δlsϵm(γ)ϵm(γ), (18)

so that we have,∑
pol

ϵl(γ)ϵs(γ) = δls−
pl ps

p⃗2 , (19)

∑
pol

δlsϵm(γ)ϵm(γ) = 2δls, (20)

γ p⃗
ϕJ/ψ

where  the  external   momentum    in  the  rest  frame  of
the   system is given by Eq. (11), and we have taken
explicitly into account the two transverse polarizations of
the external photon.

Thus finally,∑̄
pol

|M(a)
J/ψϕ|

2 =
e2

4m2
e

[
p1l p2s+ p1s p2l+δls(p1 · p2)

]
×

(
δls−

pl ps

p⃗2

)
1
P4 |M̃

(a)
J/ψϕ|

2, (21)

δls−
pl ps

p⃗2 2δlswith   replaced by   in the second case of Eq.
(20). The contribution of the two parentheses of Eq. (21)
gives,

2 p⃗1 · p⃗2+3(p1 · p2)−2
(p⃗1 · p⃗)(p⃗2 · p⃗)

p⃗2 − (p1 · p2) = 2E1E2−2
(p⃗1 · p⃗)(p⃗2 · p⃗)

p⃗2 , (22)

2δlsor for the case of  ,

4 p⃗1 · p⃗2+6(p1 · p2) = 6E1E2−2 p⃗1 · p⃗2. (23)

ϕJ/ψ
p1 p2 E1 E2

p′1 p′2 e+ e− e+e−

ϕJ/ψ
ϕJ/ψ e+e−

As  mentioned,  the  calculations  are  done  in  the 
reference frame, hence,  ,  ,  ,   in the former equa-
tions are evaluated in that frame. It is easy to relate them
with the momenta  ,   of  ,   in the   rest frame.
Indeed, to pass from this frame to the   rest frame, we
use the velocity of   in the   frame,

v⃗ϕJ/ψ =
p⃗ ′

E′
ϕJ/ψ

, (24)

with

| p⃗ ′| =
λ1/2(s,0,M2

inv(ϕJ/ψ))

2
√

s
, (25)

E′ϕJ/ψ =

√
M2

inv(ϕJ/ψ)+
(
p⃗ ′

)2. (26)

M(ϕJ/ψ)
|⃗v| ≃ 0.09

v⃗2
√

1− v⃗2 ≃ 1

For the average of   in the range of our study,
we find  . This is a non-relativistic velocity in the
sense  that    can  be  neglected,  and  .  Actually
we find,

p⃗1 = p⃗ ′1+E′1v⃗, (27)

p⃗2 = p⃗ ′2+E′2v⃗ = −p⃗ ′1+E′1v⃗. (28)

Coming back to Eq. (22), we find,

E1E2−
( p⃗1 · p⃗)(p⃗2 · p⃗)

p⃗2 =

√
m2

e +
(
p⃗ ′1+E′1v⃗

)2
√

m2
e +

(
−p⃗ ′1+E′1v⃗

)2−

[
( p⃗ ′1+E′1v⃗) · p⃗

] [
(− p⃗ ′1+E′1v⃗) · p⃗

]
p⃗2 , (29)

m2
e v2which, neglecting   and  , becomes,
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(
p⃗ ′1

)2
+

(
p⃗ ′1

)2
cos2θ, (30)

θ p⃗ ′1 p⃗
cos2θ 1/3

where    is  the  angle  between    and  .  After  the  phase
space integration,   becomes  . What matters from
this result is that since,(

p⃗ ′1
)2
=

( √
s

2

)2

=
s
4
, (31)

1/P4

1/s2 |M(a)
J/ψϕ|

2 1/s

Minv(ϕJ/ψ) |M̃(a)
J/ψϕ|

2

6E1E2−2p⃗1 · p⃗2
m2

e v⃗2

6
(
p⃗ ′1

)2
+2

(
p⃗ ′1

)2
Minv(ϕJ/ψ)

and the square of the photon propagator   in Eq. (21)
is  ,    from  Eq.  (16)  goes  as    and  the  only

 dependence comes exclusively from  .
For the term   in Eq. (23) we find the same
result,  and  neglecting    and    it  becomes

, independent of  .

(V−1−G)

qmax = 630

In  Ref.  [6],  dimensional  regularization  was  used  for
the G loop function appearing in Eq. (12). It was pointed
out  in  Ref.  [21]  that  the G  function  in  the  charm  sector
can  eventually  become  positive  below the  threshold  and
give rise to the pole   with a repulsive potential,
which is  physically unacceptable.  This  is  not  the case in
Ref.  [6].  Here,  we  use  the  cut-off  method  with  a  fixed

 MeV such  that  it  gives  the  same value  at  the
pole  position  as  G  with  the  dimensional  regularization
used in Ref. [6]. We also use the dimensional regulariza-
tion form to evaluate uncertainties in the formalism.

X(4160)(≡ X1) D∗sD̄∗s
J/ψϕ
D∗sD̄∗s → J/ψϕ

With  the  couplings  of    to    and
  obtained  in  Ref.  [6],  the  amplitude  for  the

 transition has the following form,

tD∗s D̄∗s ,J/ψϕ =
gD∗s D̄∗s gJ/ψϕ

M2
inv(J/ψϕ)−M2

X1
+ iΓX1

MX1

, (32)

gD∗s D̄∗s = (18927−5524i) gJ/ψϕ = (−2617−
5151i) MX1

= 4160
where    MeV  and 

 MeV,   MeV [6], and,

ΓX1
= Γ0+ΓJ/ψϕ+ΓD∗s D̄∗s , (33)

Γ0where   accounts for the channels of Ref. [6] not expli-
citly considered here, and,

ΓJ/ψϕ =
|gJ/ψϕ|2

8πM2
inv(J/ψϕ)

p̃ϕ, (34)

ΓD∗s D̄∗s =
|gD∗s D̄∗s |

2

8πM2
inv(J/ψϕ)

p̃D∗sΘ(Minv(J/ψϕ)−2MD∗s ), (35)

p̃ϕ p̃D∗s ϕ D∗s
J/ψϕ D∗sD̄∗s

where    and    are  the    and   momenta  in  the  rest
frame of   and  , respectively,

p̃ϕ =
λ1/2(M2

inv(J/ψϕ),m2
J/ψ,m

2
ϕ)

2Minv(J/ψϕ)
, (36)

p̃D∗s =
λ1/2(M2

inv(J/ψϕ),m2
D∗s
,m2

D∗s
)

2Minv(J/ψϕ)
. (37)

Let  us  mention  in  passing  that  the  couplings  in  Eq.
(32), as obtained in Ref. [6], are complex. This is a con-
sequence  of  the  use  of  a  unitary  scheme  in  the  coupled

|M(a)
J/ψϕ|

2

channels, but not in the individual channels. This is com-
mon  to  all  unitary  coupled  channel  studies  [6,18-20,22-
26]. Hence, it should not be surprising that individual di-
agonal amplitudes are not unitary. Nevertheless, note that
in the non-diagonal amplitude of Eq. (32), the imaginary
parts are small and their role in   is basically negli-
gible.

J/ψϕ X(4140) 1++

X(4140) ≡ X2 γ∗γ

Let  us  now  discuss  the  role  of  the  other  resonance.
  can  also  be  produced  via  the    ( )  reson-

ance,  as  depicted  in Fig.  1(b).  Taking  suitable  operators
for the vertex of   [ ] to [⃗

ϵ(γ∗)× ϵ⃗(γ)
] · ϵ⃗(X2), (38)

J/ψϕand to  ,

ϵ⃗(X2) · [⃗ϵ(ϕ)× ϵ⃗(J/ψ)
]
, (39)

we get

P(b) =
∑
pol

{[⃗
ϵ(γ∗)× ϵ⃗(γ)

] · ϵ⃗(X2)
} {⃗
ϵ(X2) · [⃗ϵ(ϕ)× ϵ⃗(J/ψ)

]}
=
[⃗
ϵ(γ∗)× ϵ⃗(γ)

] · [⃗ϵ(ϕ)× ϵ⃗(J/ψ)
]
,

(40)
with ∑

pol

ϵi(X2)ϵ j(X2) = δi j. (41)

tµe+e− γ∗
Thus, the amplitude for the diagram in Fig. 1(b), up to the

 and   propagator of Eq. (2), can be written as,

M(b)
J/ψϕ =

B′M2
X2
×P(b)

M2
inv(J/ψϕ)−M2

X2
+ iMX2

ΓX2

=M̃(b)
J/ψϕ×P

(b), (42)

MX2
= 4135 ΓX2

= 19
B′

X(4140)

where   MeV  and   MeV,  the  same  as
those of Ref. [4], and   corresponds to the strength of the
contribution of the   resonance term.∑

pol tµe+e− t
ν∗
e+e−

Minv(ϕJ/ψ)
γ∗γ

M(b)
J/ψϕ

Minv(ϕJ/ψ)

X(4140)

Minv(ϕJ/ψ)

We can now proceed as in the former case and show
also  that  after  the  boost,   of Eq.  (5)  only  de-
pends on s and not on  . In this case, one could
have a p-wave coupling to  , which introduces a factor
p  in  the    amplitude  that  depends  smoothly  on

.  For  the  same  reasons  as  before,  this  term
should  be  very  small  and  we  neglect  it.  Also,  since  the

 resonance is very narrow, the change of p in the
range of the resonance is very small and its effect in the

 dependence would anyway be negligible.

P̃(a)
l, j (ϕJ/ψ) P(b)

ϵ(ϕ)× ϵ(J/ψ) P̃(a)
l, j

Another  relevant  aspect  for  the  present  work  is  that
the  two  structures    and    do  not  interfere
when one sums over polarizations of all final states, since

 is antisymmetric in the vectors, while   of
Eq. (15) is symmetric.

J/ψϕ
e+e−→ γJ/ψϕ

Finally,  the    invariant  mass  distribution  in  the
process   can be written as,
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dσ
dMinv(J/ψϕ)

=
1

(2π)3

1
4s

k′ p̃ϕ
[
|M(a)

J/ψϕ|
2+ |M(b)

J/ψϕ|
2
]
, (43)

p̃ϕ k′

e+e−
where   is given in Eq. (36), and   is the momentum of
the outgoing photon in the c.m. frame of  ,

k′ =
λ1/2

(
s,0,M2

inv(J/ψϕ)
)

2
√

s
, (44)

and,

M(a)
J/ψϕ = AGD∗s D̄∗s tD∗s D̄∗s ,J/ψϕ, (45)

M(b)
J/ψϕ =

B M2
X2

M2
inv(ϕJ/ψ)−M2

X2
+ iMX2

ΓX2

, (46)

A′ B′
e+e−

e+e−

Minv(ϕJ/ψ)

where we incorporate in A and B the factors   and  , the
terms  from  the    vertex  and  photon  propagator,  the
factors  from  the  sum  over  vector  polarizations,  and  the
factors of the formula for the cross-section of  , all of
which are independent of  .

J/ψϕ
J/ψϕ D∗sD̄∗s

gJ/ψϕ/gD∗s D̄∗s

It should be pointed out that we neglect the mechan-
ism for   produced primarily from the virtual photon
decay, with the   intermediate state instead of   in
Fig. 1(a), which would involve an extra factor 
in the amplitude of Fig. 1(a). We expect that it provides a
small contribution compared with that of Fig. 1(a).

D∗sD̄∗s2.2     production mechanism

X(4160) D∗sD̄∗s

D∗sD̄∗s e+e−→ γD∗sD̄∗s
X(4160)

As the   state mainly couples to the   chan-
nel  according  to  Ref.  [6],  it  is  interesting  to  predict  the

  mass  distribution  in  the  process  ,
which  can  be  used  to  test  the  relevance  of  the 
resonance.

D∗sD̄∗s
X(4160)

D∗sD̄∗s
X(4160) D∗sD̄∗s

X(4160)

The mechanism of  this  process  is  depicted  in Fig.  2.
In addition to the contribution of the   molecular state

, as shown in Fig. 2(b), we also take into account
the tree level term of Fig. 2(a), which is small compared
to  the    interaction  term  in  the  region  around  the

  resonance.  Since  the  threshold  of    is  about
60 MeV higher  than the   mass,  we will  keep the
tree level term in our calculation.

e+e−→ γJ/ψϕ D∗sD̄∗s
e+e−→ γD∗sD̄∗s

In  analogy  to  the  process  ,  the 
mass  distribution  in  the  process    can  be
written as,

dσ
dMinv(D∗sD̄∗s)

=
1

(2π)3

1
4s

k′ p̃D∗s |MD∗s D̄∗s |
2, (47)

k′ Minv(J/ψϕ)
Minv(D∗sD̄∗s)
with   given by Eq. (44) with   substituted by

, and,
MD∗s D̄∗s =A

[
T tree+T X(4160)

]
=A

[
1+GD∗s D̄∗s

(
Minv(D∗sD̄∗s)

)
×tD∗s D̄∗s ,D∗s D̄∗s

(
Minv(D∗sD̄∗s)

)]
, (48)

tD∗s D̄∗s ,D∗s D̄∗s

where the factor A and the loop function G are the same
as those of Eq. (45). The transition amplitude   is

gD∗s D̄∗sgiven in terms of the coupling   obtained in Ref. [6] ,

tD∗s D̄∗s ,D∗s D̄∗s =
g2

D∗s D̄∗s

M2
inv(D∗sD̄∗s)−M2

X1
+ iΓX1

MX1

. (49)

2.3    Considerations on gauge invariance

ϵµ(γ)
pµ(γ)

We would like to make an observation concerning the
gauge  invariance  of  the  model.  We  recall  that  we  have
taken  spin  structures  consistent  with  having  the  process
proceeding  in  s-wave,  with  the  implicit  assumption  that
the lowest partial wave amplitudes give the largest contri-
bution to the process. We even estimated that the effects
of  higher  partial  waves  are  very  small.  As  a  result,  we
also simplified the formalism and made it manifestly non-
covariant, which makes the nontrivial calculations easier.
Given these facts, the test of gauge invariance, which re-
quires the amplitude to vanish under substitution of 
by  ,  cannot  be  done.  In  addition,  when  taking  the
lowest  angular  momentum  contribution,  while  this  is  a
good  approximation  for  the  amplitude,  one  is  omitting
terms that  can  be  essential  for  the  test  of  gauge   invari-
ance,  which  means  that  in  such  a  case  the  test  of  gauge
invariance would not be satisfied. However, we are rely-
ing  on  a  specific  gauge,  the  Coulomb  gauge,  where
photons  are  transverse  and  have  null  time  polarization
component [see Eq. (19) for the sum over the transverse
polarizations].  This  situation  appears  in  some  physical
processes,  like  the  radiative  capture  of  pions  by  nuclei
[27], where one considers only the manifestly non-gauge
invariant  Kroll-Ruderman  term,  because  the  pion  pole
term required  for  gauge  invariance  is  null  in  the   Cou-

 

e+e−→ γD∗s D̄∗s
D∗s D̄∗s

X(4160)

Fig. 2.    Feynman diagrams for the   process. (a)
the tree level term, (b) the contribution of the   molecu-
lar state  .
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lomb gauge [28]. The same situation appears when using
vector  meson  dominance  to  evaluate  amplitudes  for
photon processes,  where  removing  the  longitudinal   vec-
tor components  before  vector-photon  conversion  is   sug-
gested  as  a  method  which  is  implicitly  consistent  with
gauge invariance [29,30].

3    Results and discussions

e+e−→ γJ/ψϕ

X(4140) Γ0

J/ψϕ J/ψϕ
B+→ J/ψϕK+

Γ0
67.0±9.4 Γ0

J/ψϕ
e+e−→ γJ/ψϕ√

s = 4.6
χ2/d.o. f . ≈ 6.1/(12−2) = 0.61

J/ψϕ

X(4140)

J/ψϕ

X(4160)
D∗sD̄∗s

X(4160)

As discussed above, there are three free parameters in
our model for the process  : (I) A, an overall
normalization factor,  (II) B, the strength of  the contribu-
tion  of  the    resonance  term,  (III)  ,  accounting
for  the  channels  of  Ref.  [6]  not  explicitly  considered  in
this  paper.  In  our  previous  work  [4], a  similar  mechan-
ism  for    production  was  used  to  describe  the 
mass distribution in the   decay measured by
the  LHCb  collaboration  [7,  8],  and    was  extracted  as

 MeV. We take this value of   and fit the other
two parameters (A and B) to the BESIII data for the 
mass  distribution  in  the  process    from  the
threshold to 4250 MeV at   GeV [10]. The result-
ing    is  very  small,  mainly
because of  large errors  in  the  data.  We present  the 
mass  distribution  in Fig.  3,  where  we  see  that  there  is  a
significant  peak  around  4135  MeV,  associated  with  the

 resonance. This is in agreement with the BESIII
measurements, although  the  BESIII  collaboration   con-
cluded that there is no structure in the   mass distribu-
tion because of low statistics. In addition, we also find a
broad  bump  around  the  mass  of  the    resonance,
and a sizeable cusp structure around the    threshold,
both  resulting  from  the  dynamically  generated 
resonance. This is also compatible with the low statistics
measurements of the BESIII collaboration [10].

D∗sD̄∗s

X(4140) X(4160)
A2

GD∗s D̄∗s

D∗sD̄∗s
X(4160)

It  should  be  noted  that  the  peak  around  4135  MeV,
and the cusp structure close to the   threshold, if con-
firmed by more accurate measurements, should be associ-
ated to the   and   resonances. In Fig. 4, we
present  our  results  by  increasing  ,  and  find  that  the
broad  bump  and  the  cusp  become  clearer.  The  cusp
comes  from  the  factor  ,  and  reflects  the  analytical
structure of this function with a discontinuity of the deriv-
ative  at  the  threshold.  The  bump  and  the  cusp  structure
appearing in Fig. 3 are due to the   molecular nature
of the   resonance. Thus, we strongly suggest that
the BESIII  collaboration measures this  process with bet-
ter statistics.

e+e−→ γJ/ψϕ
Ds0D∗s Ds1Ds Ds1D∗

J/ψϕ

Before  the  BESIII  measurements  [10],  the  process
 was analyzed around the c.m. energy of the

thresholds of  ,   and   in Ref. [31], which
suggested  that  the  anomalous  triangle  singularity  can
provide a resonance-like peak in the   invariant mass

D∗sD̄∗s

D∗sD̄∗s

distribution around the   threshold. Thus, a more ac-
curate measurement of this process can also be useful to
distinguish  the  different  interpretations  of  the  structure
around the   threshold.

D∗sD̄∗s
e+e−→ γD∗sD̄∗s

X(4160)

Finally,  as  a  test  of  the  interpretation  given here,  we
also  present  in  Fig.  5  the    invariant mass   distribu-
tion in   with the same parameters as above.
It  is  seen  that  there  is  an  enhancement  close  to  the
threshold,  significantly  different  from  the  phase  space
(labeled  as  'tree').  The  peak  is  the  reflection  of 
and should not be misidentified as a new resonance.  We
also stress  that  the  strength  of  this  distribution  is   pre-
dicted relative to Fig. 3 . This distribution could be meas-
ured  experimentally  and  hence  produce  a  further  test  of
the ideas presented in this work.

 

J/ψϕ

e+e−→ γJ/ψϕ

X(4160)

Fig. 3.    (color online) The   invariant mass distribution in
the process  . The magenta dashed line and the
blue dotted line show the contributions of the   [Fig.
1(a)] and X(4140) resonances [Fig. 1(b)], respectively. The
red solid  line  corresponds  to  the  full  contribution.  The  ex-
perimental  data  are  from  the  BESIII  measurements  [10].
The band reflects the uncertainties in A and B from the fit,
and represents the 68% confidence level.

 

J/ψϕ

e+e−→ γJ/ψϕ A2 to 1.2A2

1.5A2

Fig. 4.    (color online) The   invariant mass distribution in
the   process by increasing   (magenta
dashed line) and   (blue dotted line). The other paramet-
ers are the same as in Fig. 3.
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4    Alternative method

D∗sD̄∗s

X(4160)
J/ψϕ

D∗sD̄∗s J/ψϕ

ϕϕ Γ0

ΓJ/ψϕ

ΓD∗s D̄∗s
tD∗s D̄∗s ,J/ψϕ

ΓJ/ψϕ

ΓD∗s D̄∗s

Equation (32) is valid around the resonance peak but
we are extrapolating it to the   threshold. It would be
interesting  to  have  the  amplitude  in  the  coupled  channel
unitary  approach  [6]  and  see  if  there  are  changes  which
could  help  estimate  the  uncertainties.  We  reproduce  the
result  of  Ref.  [6]  in  a  simplified  way  here,  using  at  the
same time the dimensional regularization for the G func-
tion. The most important channels for the   reson-
ance  in  the  range  of  the    invariant  masses  of  the
present reaction are the   and the   channels. We
consider these two channels and take the full  strength of
the  light  vector  channels  in  the  most  important  one,  the
  channel.  The  purpose  is  to  generate  the    width  of

Eq. (33), which is otherwise kept constant in the range of
invariant  masses  considered.  In  fact,  given  the  large
amount of the phase space available for the decay, its rel-
ative  change  in  the  region  of  interest  is  small.  The
coupled channel method gives rise automatically to 
and  , and we do not need to evaluate them since the
method provides directly the transition matrices  ,
incorporating    and  the  Flatté  effect  produced  by

.
We  solve  the  Bethe-Salpeter  equation  in  coupled

channels,

T = [1−VG]−1 V, (50)

[GD∗s D̄∗s ,GJ/ψϕ,Gϕϕ]where  G  is  the  diagonal  matrix  diag ,
and V is the matrix,

V =

 V11 V12 a
V21 V22 0
a 0 0

 (51)

D∗sD̄∗s J/ψϕ ϕϕ V11

V12 V21 V22
a = 110

where  the  channels  1,  2,  3  are  ,    and  .  ,
,  ,  ,  are taken from Ref. [6], and the magnitude

 is chosen such that,

Γϕϕ =
|gϕϕ|2

8πM2
Xi

p̃ϕ = 67 MeV, (52)

p̃ϕ ϕ X(4160)→ ϕϕ

gϕϕ X1 X(4160)
αD∗s D̄∗s = −2.19

αJ/ψϕ = −1.65 D∗sD̄∗s J/ψϕ

Γ0 iImGϕϕ

where   is the   momentum in the   decay,
and   the coupling at the   pole of the   reson-
ance.  The  subtraction  constants  in  G  are 
and    ,  respectively  for  the    and  ,
taken from Refs. [6, 32]. Since we are only interested in
the   width, it is sufficient to take   with,

ImGϕϕ(Minv) = − 1
8πMinv

qϕ, (53)

qϕ = λ1/2(M2
inv,m

2
ϕ,m

2
ϕ)/2Minvwith  . This  simplified   ap-

proach  to  a  more  enlarged  coupled  channel  problem has
proven successful  in Ref.  [33].  The method provides the
G function and the transition amplitudes directly.

|tD∗s D̄∗s ,D∗s D̄∗s |
2 |tD∗s D̄∗s ,J/ψϕ|

2 |tD∗s D̄∗s ,ϕϕ|
2

J/ψϕ D∗sD̄∗s

χ2/d.o. f . ≈ 6.6/(12−
2) = 0.66 J/ψϕ

X(4160)
D∗sD̄∗s

D∗sD̄∗s

D∗sD̄∗s

In Fig. 6, we show the modulus squared of the trans-
ition  amplitudes  ,  ,  ,  given
by  Eq.  (50).  As  can  be  seen,  the  peaks  are  around  4160
MeV, and two cusp structures are found at the thresholds
of    and  , respectively.  With  the  above   formal-
ism, we make again a fit of the data by changing the para-
meters  A  and  B,  with  a  resulting 

. We present the   mass distribution in Fig. 7,
where  we  find  a  clear  peak  around  4135  MeV,  and  a
broad bump around the mass of  .  There is  also a
cusp structure around the   threshold, which is softer
than  in Fig.  3.  We  also  present  the   mass  distribu-
tion with the new fit  parameters in Fig. 8, where the en-
hancement  of  the  mass  distribution  close  to  the 
threshold is not as strong as in Fig. 5, but is clearly differ-
ent from the phase space distribution (labeled as ‘tree’).

 

D∗s D̄∗s
e+e−→ γD∗s D̄∗s

D∗s D̄∗s

Fig. 5.    (color online) The   invariant mass distribution in
the process  . The results are normalized to the
same  area  around  the    threshold  at  4350  MeV.  The
blue dotted line and red solid line correspond to the contri-
butions of the tree level term [Fig. 2(b)], and the full contri-
bution,  respectively.  The  band  reflects  the  uncertainties  of
parameter B  in  the fit,  and represents  the 68% confidence-
level.

 

|tD∗s D̄∗s ,D∗s D̄∗s |
2 |tD∗s D̄∗s ,J/ψϕ |

2 |tD∗s D̄∗s ,ϕϕ |
2

Fig. 6.    (colon online) The modulus squared of the transition
amplitudes  ,  ,  ,  given  by  Eq.
(50).
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J/ψϕ

Minv(J/ψϕ) ∼ 4220

J/ψϕ
X(4140)

X(4160)
D∗sD̄∗s

B+→ J/ψϕK+

X(4140) X(4160)
J/ψϕ

The alternative method serves to show the uncertain-
ties  in  the  theoretical  analysis  of  the  data  that  we  have
carried out. The method allows for a more realistic extra-
polation at high   invariant masses. A comparison of
Figs. 7 and 3 shows indeed that the differences appear in
the region of   MeV. We also see differ-
ences  in  the  strengths  between  Figs.  8  and  5,  although
they are compatible within the estimated errors.  Yet,  the
basic  features  are  the  same  in  both  approaches:  a  peak
contribution  at  low    invariant  mass  coming  from  a
narrow    and  a  broad  bump  resulting  from  the

 resonance, together with a cusp structure around
the    threshold  with  a  more  uncertain  strength.  In
summary, we show that the data are compatible with the
interpretation given for the   reaction in Ref.
[4], with a narrow   and a broad   respons-
ible for the   invariant mass distribution at low invari-
ant masses. A significant improvement of the data for this

reaction is necessary to further test the ideas presented in
this work.

e+e−→ ϕχc1(χc2) χc1(χc2
J/ψγ
e+e−→ ϕJ/ψγ
γX(4140)

B+→ J/ψϕK+

e+e−→ ϕJ/ψγ

In addition, it is interesting to note the different inter-
pretation of the data offered here and in Ref. [10]. In Ref.
[10], admitting large errors from the lack of statistics and
systematic uncertainties,  it  was shown that  the processes

  followed  by  )  decaying  into
,  can  account  for  some  fraction  of  the  process

,  but  there  is  no  clear  contribution  from
.  On  the  other  hand,  in  the  present  work  we

showed that  the  mechanisms  discussed,  albeit  with   un-
known  strength,  are  also  unavoidable.  We  should  note
that  all  these  mechanisms have a  different  spin  structure
and in  principle  are  distinguishable.  The  satisfactory   in-
terpretation  of  the    reaction  along the  lines
exposed here makes us believe that it should be respons-
ible also for a good fraction of the   process.
Yet, what is clear is that a much better statistics is needed
to  make  any  firm  conclusions,  and  the  main  purpose  of
this  paper  is  to  encourage the experimental  effort  in  this
direction.

5    Summary

J/ψϕ
e+e−→ γJ/ψϕ√

s = 4.6

B+→ J/ψϕK+

J/ψϕ e+e−→ γJ/ψϕ

Recently,  the  BESIII  collaboration  studied  the 
invariant  mass  distribution  in  the  process 
at  the c.m. energy of   GeV, and pointed out  that
there  is  no  structure  because  of  the  low  statistics.
However,  based  on  our  previous  work  on  the  decay  of

, we anticipate three bump structures in the
  invariant  mass  distributions  in  the 

process  around  4135  MeV,  4160  MeV,  and  4230  MeV.
Such features seem to be compatible with, or at least not
ruled out by, the low statistics of the BESIII data.

e+e−→ γJ/ψϕ
X(4160)

D∗sD̄∗s X(4140)

χ2/d.o. f .
X(4140)

D∗sD̄∗s X(4160)

D∗sD̄∗s
e+e−→ γD∗sD̄∗s

√
s = 4.6

X(4160)

In  this  work,  we  analysed  the  process 
by  considering  the  contributions  of  the    reson-
ance, as a   molecular state, and of the   reson-
ance.  Because of the large errors of the BESIII  data,  the

 of the fit is very small. We found a peak around
4135 MeV, associated with the   resonance, and a
broad bump and a cusp structure, which appear as a con-
sequence of the   molecular structure of the 
resonance.  Thus,  we  strongly  suggest  a  measurement  of
this process with higher precision. Finally, as a test of our
interpretation, we predicted the   mass distribution in
the process   at   GeV, and found an
enhancement close  to  the  threshold,  which  is  the   reflec-
tion of the   resonance and should not be misiden-
tified as a new resonance.

 

J/ψϕ

e+e−→ γJ/ψϕ

Fig. 7.    (color online) The   invariant mass distribution in
the  process   with  the  new fit  parameters.  The
explanation of the curves is the same as in Fig. 3.

 

D∗s D̄∗s
e+e−→ γD∗s D̄∗s

Fig. 8.    (color online) The   invariant mass distribution in
the process   with the new fit  paramteres.  The
explanation of the curves is the same as in Fig. 5.
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