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摘 要

在 �
6

≅
6

Α 中
,

当存在
Β , < 。 = 玻色子时

,

玻色 %9#: Χ#Δ7 :Χ 9: 具有 2 >�∀? 群

结构
6

本文讨论了 2 >�∀?群的各种子群链
6

特别详细研究了子群链

; 2 >�∀ ?〕; 2 >Ε?〕∀ 0 >Ε?
,

; 2 >� ∀ ?〕 ; 2 >∀ ?〕∀ 0 >∀ ?〕∀ 0 >Ε ?
,

2 >� ∀?〕 2 >�Φ ?Γ ; 7 >∀ ?〕万5 >Ε ?
6

同时给出了能谱公式
6

仿照 ∗ Η
如

9
的 �

6

≅
6

Α 理论
,

·

同时存在
, ,

<
,

= 三种玻色子时
,

相互作用的 % 9Ι 卜

#Δ7
:

汕 可以由 2 >�∀? 群的生成元所构成
,

称为具有 ϑ> 巧?的群结构
6

一般情况下
,

能谱

只能用数值计算 Κ在极限情况下
,

能谱可以有解析表式
。

应用群论的方法
,

可以比较方便

地导出这些解析表式
。

2 >�∀ ?群的生成元与对易关系

用 Λ孺># Μ 0 ,  ,

ΦΚ Ι Μ 一 #
,

一 # 十 �
,

⋯
,
# 一 �

,

5 表示玻色子产生算子 ;Ν
, <熟

=款相应的玻色子消灭算子 ;, < 。
,

‘ 记为 Λ# 。
># Μ 0 ,  ,

七 。 二 一 #
,

一 # Ν � ,

⋯
,

# 一 �

�?
6

定义

在三维转动下
,

瓦
6 与 Λ几一样

,

同为 #

Ο石, ‘。 Β , 石丈
。 Β

定义 ∀ 0 >Ε ?的祸合张量算子

>Λ式子
‘Β

?冷
、
Μ

其中 >�� 0 �� 。Β

Π左。? 为 Θ心 系数
6

万, , 一 >一 #?
‘乡Β ,

一。 ,

>#?

阶不可约张量算子
6

它们之间非零的对易关系为

Μ
‘

>‘ � ?
南
嘟人‘

�,

、
 6

> ?

艺 Ρ‘
�0 �‘Β。Β

(反。 ΣΛ六
6 ,

多Κ Β , Β ,

>Ε?
加 Χ ,

6 Β

>Λ式吝
Β Β

?势
,
>��

, 一 #Β #成 友《 #, Ν � Κ 。 Μ 一 反
,

一无Ν � ,

⋯ 叱一 # ,

及?

之间的对易关系为Δ�6 习

Ο >Λ式石
, ,

?脚
, ,

>Λ式石
, Φ

?粉
, Τ 一茶

以
� ,

Υ ,

Υ〕‘

>允
�

之
一

誉
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其中
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Ω
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Ο左�
,

左
Β ,

友Τ备 了> 左
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Ν #?> 及Ν #?
6

>∀ ?

在对易关系>Φ ?下
,

祸合张量算子

。去子
‘ 

?娇
,

>Π#
、一 � 

Ξ镬 天簇 Ψ、Ν � Κ Ι Μ 一天
,

一天Ν � ,

⋯友一 # ,

天?

封闭
6

它们的总数为   ∀ 个
,

可以证明
,

它们是 Ζ >�力 群的生成元即
6

用 , ,

<
, =

示
,

Ζ >� ∀ ? 群的   ∀ 个生成元为

>
; Ν ;

?驴
,

><Ν 孙黔 >友Μ 0一钓

>;Ν 9?黔

>< Ν; ?紧
‘
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十=?华 仅 一 。一;?
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>=
Ν ;
?盟

,
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Ν宫?禁

、
>友[  一� ?

>= Ν9 ?黔 >反Μ  一 � ?

在上述   , 个生成元中去迹
,

即可得 ;Ζ >� ∀ ?群的   Φ 个生成元
6

由>’? 式易得

一Ω >Λ广吝
Β
? ��

, ,

>Λ产子
,
?决

, Τ

>� ?
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用对易关系>Φ ?及其推论 >;? 二>�  ?
,

很容易在 Ζ >�, ?群中找到下列子群 Β

># ? 2 >∀?  , 个生成元为 凭
6

>< Ν9 ?华 >裕Μ 。一ΦΚ 二 一 一 夜
,

一 反Ν Η
,

⋯
,

友一 � ,

劝
6

它们之间的对易关系 二
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, ,
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, Τ
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、6‘尹68
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、

,
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斗受少
‘
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6�6⊥‘、⊥6、

>��? Ζ >!? ς � 个生成元为

>=
十套?势

,
>友[ 7一 ς Κ 。 于 一 左

,

一 及Ν # ,
·

它们之间的对易关系 卜

〔>=
Ν =?脚

, ,

>= 乍? Ψ�
, Τ

二 ,

及一 � ,

及?
6

、6卜86石飞Φ七Φ
王耳
、

斗、飞,⊥

∴

衡一一

买
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� ,

‘
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>
友一 灸

Β

柳 � Ι _

>一 #?
“ Ο >一 #?

乏
Β Ν 灸Β Ν 灸

一 � Τ >=
Ν仑?犷

,

>��� ? 2 >� ? Ε � 个生成元为

>
; Ν ;

?吕
。?

><Ν9 ?势
,

>左一 。一Φ ?

>;Ν 9? 黔

><
Ν ;
?紧

, Κ

>Ψϑ ? 口>�0 ? � 0 0 个生成元为

>
;Ν ;

?驴,

>=褚?黔 >天Μ 0一;?

>;Ν 助华

>户?华Κ

>ϑ ?
6

2 >�Φ ? � ! � 个生成元为

><
Ν 9?势

,
>反一 。一斗?

>扩 =?华
,

>反一 。一;?

><
Ν = ?势

,
>友一  一� ?

>=
牙日冷

?
>交Μ  一� ?

6

从对易关系>�Φ ?易证
, 2 >∀ ? 群 >#? 中有下列子群

Β

; ϑ >∀ ? 生成元 > Φ 个?

><
Ν 9?势

,
>反一 �一Φ Κ 。 一 一 反

,

一友Ν # ,

⋯
,

左一 � ,

友?

∀ 0 >∀? 生成元 >� 0 个 ?

><
Ν 9?段

,

><呀?紧
, Κ

∀ 0 >Ε ? 生成元 >Ε 个?

><
Ν 9?段

, 6
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>�ς ?
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从对易关系>� �?易证
,
2 >!? 群 >: ? 中有下列子群 Β

; 2 >! ? 生成元 >ς 0 个?

>扩宫?势
,

>无[ (一 ς Κ , Μ 一 及
,

一 天Ν # ,

⋯
,

灸一 # ,

反?

∀ 0 >! ? 生成元 >Ε � 个 ?

>=
Ν君?禁

,

>=
Ν君?健

,

>=
Ν =?毕

,

>=
Ν含?努

, Κ

∀ 0 >Ε ? 生成元 >Ε 个 ?

>扩助沙
6

> ∀ ?

在 Ζ >� ? 群 >Ι ? 中有三种具有物理意义的子群链
,

∗Η 而
9
等人对此已经进行了 详

细的讨论
,

这里不再细述卜
‘, 6

在 2 >�0 ? 群 >(ϑ ?中
,

除有子群 2 >!?外
,

尚有子群

∀ 0 >� 0 ? 生成元 >朽 个?

>=
Ν 君?呈,

>=指?盟
,

>=
Ν考?盆

,
> � ?

>扩助华

>;Ν 哲?禁
, Ν >=

Ν ;
?禁

,

利用这些生成元
,

很容易构造群链

Ζ >� ∀ ?〕 2 >� ?� �  ! ∀
#  ∃% ∀〕 �  % ∀ � �  ∃& ∀  ∋ ( ∀
)  ∃% ∀〕 )  ∗ ∀ + �  ∃,∀ 〕 �  ∃∀合 �  %∀ + �  ! ∀ ∀

−

如果相互作用的 . /0 1∗2 +3 1/3 可以表成有关群链中各子群的 4/ 5
油让 算子的函数

,

则

在由 56
,

76
,

扩 所生成的玻色空间中
,

按照有关的群链来划分态
,

就可以得到 . /∗3 1∗1 +3 1/3

. 的本征态
,

能谱也可以有解析表达式
−

但用  ∋( ∀式中的群链来构造 . / 0 1∗2 +3 1/3 . ,

参

数一般比较多
,

我们引人下面的群链

5 #  ∃% ∀ 〕5 �  8 ∀〕% &  8∀
,

9 )  ∃% ∀ 〕5 �  % ∀〕% &  % ∀〕% &  8∀
,

 ∋% ∀
)  ∃% ∀〕 �  ∃斗∀ 〕% &  % ∀ 〕% &  8∀

−

这时构造所得的唯象 . /0 1∗ 2+ 31 /3 包含的参数个数分别只有 ∋ 、 8 、 , 个
−

二
、

%口 ∃% ∀。9 )  8∀。9:  8∀ 极限

、、;、,
户

<少3),‘=>了妞、了、
、

算子 吞粼
,

虱
− 可看成为在群链

5 )  ∃% ∀〕 5#  8∀ 〕% &  8 ∀〕 % &  ∋∀
−

下按下列一系列不可约表示变换的张量算子

?条 ≅ Α ΒΧ ∃石Δ  , , + ∀ Ε∗0 ,
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石,

一
1 Ω Ο 7丁Τ>7

, Φ ?Ξ 0
6

>Ε �?

其中〔�刃为由 ;Ν
,

<Ν
,

扩 玻色子所荷载的 ; Ζ >� ∀ ? 群的初等表示
,

Ο Θ功为对应的共扼表

示
6

>又
, 产?为 ; Ζ >Ε ? 群不可约表示的标志

,

与配分 >/
Β ,

九? 间的关系为

在 ∋ 2 >� ∀?群下

在 ; ϑ >Ε ?群下

又 Μ /# 一 九
, 产 Μ /Ψ6

Ο �百Τ� Χ &丁Δ Φ Χ ∃丁Δ 6 Χ & Γ Δ ,

 8∋ ∀

 88∀

 , , + ∀ �  + , ,∀ ≅  斗
, ,∀ 6  8 , 8∀ 6  ∋ , ∋∀ 6  ∗ , ∗ ∀ 6  + , + ∀  8,∀

根据算子辆合的理论闭 可知
,

利用不可约张量算子 ?条
,

吝、
,

可以藕合成不可约张量算子

尤 Β〔Η ΑΔ  ∃ , ∃∀ Ε乙Ι

一 艺  Χ ‘石Δ  , , + ∀‘, 0 ∗ , Χ + ϑ Δ  + , , ∀∃∋& ∋

ΒΧ ‘ϑ Δ  ‘
, ‘∀ Κ 、 ∀ ,去

, ,

石, Κ , Κ

之Κ Κ

、>了、子产9
:,
 魂,;

∀‘、∀‘、

&乙 < ! , − +

应用 = >? >≅ 因式分解引理
,

广义祸合系数可以写成一系列 ∃
�

Α
�

Β 和 ?心
Χ∋ !吞5 &Δ

, , + !,。∗ ,

∋ ,
,

Ε 5 & ,
, Δ + ∃−。

∗

!∋ ∃一5 & !
, ∃+ 乙Φ +

一 Χ∋ !石5 &Δ
, , +

,

∋ ,丁5 & Γ
, Δ + 3∃∋ ∃ ∃ 5 & !

, ! +夕Χ& Δ
, , + ∃

∃ ,

& ,
, 斗+ !

∗

3Ε& !
, !

Η & ∃
∃Γ ∃∃∗。− ∃Ι Φ +

,

Α 8 & ∃ϑ + 〕Α Κ & ; + 的 ∃
�

Α
�

Β

&〔!吞5 &Δ
, , +

,

∋ , 0 & ,
, 斗+ 2∃走∃ ∃」& !

, ∃ + − 一 ∃ ,

尤4∋ !丁5 & ∃
, ! + 2乙Φ

一 艺 Χ& Δ
, , +‘

∃ ,

& ,
, Δ +!

∗

3Ε& !
, ‘+ Ι + & ∃

∃Λ !!Μ, Μ

3∗ Φ + (式
。 ,

子, ∗ , ∗

&; ϑ +

系数的乘积

+ Ι +

!Ν 阴孟

∃− Λ Μ

一 艺 Χ& Δ
, Γ + ∃∃& ,

, Δ +∃
−

∃3& ‘
, ‘+乙Ο& (大多

) ∗

+货
,

Ε 一
,

∃ −

& ; Π +

& &Δ
, Γ + ∃∃

,

& ,
, Δ + ∃

−

2∃& !
, ! + Ι Ο 为 ΑΘ & ; +〕ϑ Γ & ; + 的 ∃

�

Ρ
�

Β ,

可以通过查表。, 或计算求

出
�

因为 ∋ !丁5为 Α Κ & ∃ϑ + 群的正则表示
,

& !
,
∃ +为 Α 8 &; + 群的正则表示

, Ι Σ ! , − 时 & ; ϑ+

式所给出的 Π 个算子

Ν 4∋ ∃∃ 5 & ∃
, ∃+ 2乙Φ

,

& 乙 Σ ! , − ) Φ Τ 一 乙 ,

一 乙 % ∃ ,

⋯
∗� 乙 一 ! , 乙 +

,

& ; Υ +

必为
Α 8 & ∃ ϑ +〕 Α8 & ; + & Δ Γ +

群链的生成元
�

应用 Κ ς 0邵Ω , Α 的 Α 8 & ; +〕 ϑ Γ & ; + −
�

Α
�

Β 表
.Ξ ,
可得 Α 8 & ∃ ϑ + 〕Α之了&; + 的 Α 个生成元

为
二4 ∗ ,、∗ & , , , + 2, 、 一 、

∀零
&、

·公+。+ % 、

∀客
&。·) +。+

,

, , , ,

Ν 4 ∋ ∃丁5 & !
, !+ 2ΜΦ < 了森4

斗

了鑫
。、

, · ) +。+ 、 。‘十 ) +。+〕一 , ,

% ; :
·

丫蕊
。&、·∗ +。+ 十 & ) · ∗ + ) 》!一 −

·

了弄
、Ω
十 ) + ) +

·

了零
& Ψ、 +) +

2。
Δ ∃ +
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、6产、,产,6,ΖΔ斗
了‘、�护‘、
、

假如相互作用的 [ >Λ ∴!., 7 ∴> 7 可以表成

[ 一 一 。]
·

1 一 了二
·

毛

、�产、、产

Δ∃∃ΞΔΔ
⊥Μ、‘了、

其中 Ι 为角动量算符
乙, Σ 斌而 Ν 毛∋ ∃∃ ∃& !

, Ν + 2一Φ

1 为四极矩算符
Σ 口, 一 了而 Ν 4∋ !、∃& !

, ! + 2ΜΦ
�

在 Α%
,

Ω%
,

扩 所生成的玻色空间中
,

按照群链

Α Κ & ∃ ϑ +〕 Α Θ & ; + 〕ϑ Γ & ; +

分类的态
,

即为 [ 的本征态
,

可记为

2【_ 5 &几
, 产+ ⎯ 乙 ) > +

,

其中 〔_ 5 表示 Α Θ & 巧 + 群的全对称表示 ) & 几
,

沁 为 Α Θ & ; + 群不可约表示的标志
,

所有其它所需要的附加量子数
�

能谱公式

& Δ : +
“ 表示

三
。 一 ∗ ,

Δ +
Ι & Ι % , + 一〔∗

− % ) −
% ∗ ) % , &‘ % ) , ,

·

&‘, ,

三
、

Ρ 8 & ∃ϑ +。Ρ 8 & ϑ +。ϑ Γ &ϑ +。ϑ Γ & ; + 极限

、

、少、− �、户
了

α71
了
7连

‘月,、一少∀‘、∀‘、∀�、

在群链
Α Θ & ∃ϑ +〕 ΑΚ & ϑ + 〕ϑ Γ & ; +〕 ϑ Γ & − +

下
,
(爪

,

熟
,
可看成为不可约张量算子

(粼 Σ β 4∋ ∃石5 & − Γ Γ Γ + 2!。
,

吝, � 一 了4∋ ,丁5 & − − − − + 2∃Γ
�

其中 & ⊥!九Ζ; ⊥’+ 为标志 Ρ Θ &匀群不可约表示 χ, Θ7 Ψ 图的配分
�

因为在 Α 8 & ∃ ϑ + 群下

∋ ∃万5� Χ &丁Δ ≅ Χ ∃∃Δ 6 Χ &万Δ ,

在 9 )  % ∀ 群下
 ∋& & & ∀。  ∋∋∋∋ ∀ Φ  ,∋∋∋ ∀ 6  ∋ ∃∃∃∀ 6  & & & & ∀

所以
,

利用 ?九
,

孔
− 可藕合成不可约张量算子

Λ Β Χ Η Α Δ  ∋ ∃∃∃∀ Ε乙Ι

 88∀

 % ∃∀

、声了、>
产

,6−δ一、夕受ΞΜ‘护.
、

一 习 & ∋ ‘石∃& − Γ Γ Γ +‘∃Γ ∃ ,

∋ Γ β Ε & − − − − +‘
∗。∗

∃∋ ‘Ε 5 &川
, + ∗ “ Ο占大

� ∗

石, ∗ 。 ∗

∃ ∃用∴

!∗ 份里

一 艺 Χ∋ !。一& − Γ Γ Γ +
,

∋ Γ ∃ 5 & − − − − + ∃∃∋ !了5 & − ‘∃ ∃+ + Χ&− Γ Γ Γ + ∃
∃ ,

& − − − − +‘32& − ∃ ∃ ∃+ ∗ Ο
!Τ一
!∗ 份−

Η & !
∗。∗ !∗。∗ ΕΙ Φ + (大

� ‘石, ∗ � ∗ �

& Ι 一 ! , − , ; , Δ +

Α Κ & ∃ϑ +〕 Ρ Θ & ϑ + 的 −
�

Α
�

0

Χ∋ !石5 & − Γ Γ Γ +
,

∋ ,β5 &− − − − + 3∃∋ 一 5 & − ∃一/ + + Σ ∃
�

& ϑ− +式可以写成
Ν 40!丁∃&川

∃ + 2∗ Φ 一 艺 Χ& − Γ Γ Γ + !
, ,

& − − − − + !∗ 42& − ∃ ∃ ∃ +乙 + & )大石
, ∗

+旨,

& ϑ Δ +
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其中 Ρ> 0 0 0 ?�
� ,

>    ?#
Β
�Ξ> � � �?乙? 为 ∋ 2 >∀ ?。 ∀ 0 >Ε ? 的 (

6

∋
6

α
6

利用 �
6

∋
6

α 的计算公式可得Ος#

>> 0 0 0 ?�
� ,

>    ?#
Β
ΠΞ> � � � ?3 ? Μ >一 �?

”‘

>>    ?#
Β ,

> 0 0 0 ?�
�
【Π> � � � ?3 ?

一 。一 �?
, Π

丫零
Ρ>� � � �? >�。。。? Π,> � � � ?Β ΣΡ>    ?‘

 
>#。。。? ΠΠ>� � � ? ?

·

ϑ >Ψ
Β  3  Κ  �� ?

,

其中 Ζ >#
Β  乙 Κ  ��

? 为 − 9 Θ 9β 系数

>∀ ∀ ?

 八 3八 ϑ >, Β  Β  Κ  , �?一>一 � ?
Π Β Ν  

一〔 
,

, �」‘

Ω
一 >一 �?

Π Β Ν ·Β  
,

, �〕‘

Ω Ξ >∀ � ?
儿 ## 

任意选择
,

不影响

、,尹、,勺了5几66,6、夕∀、了、

刀∗ 为只跟 Α 8 & ϑ + 的表示 & − Γ Γ Γ +
、

& − − − − +
、

& − ∃ ∃ ∃ + 有关的相因子
,

Ν 4 Ε !0 5 & − ∃ ∃ ∃+ 2乙Φ 为群链

Ρ 8 & ∃ϑ + 〕 ΡΚ & ϑ +

生成元的性质
�

今后我们选择 ”∃ Σ Γ�

由 Ρ 8 & , +〕ϑ Γ & ; + ∃
�

Α
�

Β 的正交关系
、

倒易关系切 可得

& &川 ∃+ −
,

& ∃Γ Γ Γ + − 2∃& − ∃ ∃ ∃ +乙+ Σ ! ,

&乙 Σ ! , − , 三) ,

Χ& − − − − + !
∗ ,

& ∃ Γ Γ Γ + − ∃3&川 ∃+ − Ο

Δ +

一 。一 !+ , ∗ ·

了票票
Χ& ∃ Γ。。+ −

,

& !。。。+ − 23& −。。Γ +、+

ε ‘ε ∃、, ∗ � ε

厄
�

「,
ε
∃#

一

φ ∃ϑ
& ϑ Υ +

相因子 , ∗
亦只跟 Ρ8 &力 群的表示有关

,

可选为零
�

把 & ϑ : +
、

& ϑ ϑ +
、

& ϑ Υ +代人 & ϑ ϑ +得

几−.!−Χ& − Γ Γ。+ , 3
,

&− − − − + , − 33& − ∃ ∃ ∃ + ∗ 卜 & 一 ∃+ 3
∗

二

存
Ι, ∃ , ‘− ∃,

4 2 & : Γ +

由此得

Η 4 ∋ ∃∃
’

5 & − ∃ ∃ ∃ + 2Ε Φ 一

Ν 4∋ ∃丁5 & − ∃ ∃ ∃+ 2ΜΦ

了
∃

ε

ε
ε ε �

下 & Ω一 +号
,
十丫夸&‘% ‘,特

!

Ζ丫;一Ξ4丁
Σ −

· 、 了) 丁
φ Ζ +

。& ,
、+。+十 &Ω %Α +。, , 一

号
·

弃
& Ω” ,‘’% − − , 二ε 、 , , 、

了 、Ψ
‘

Ψ 夕益
·

% 丝
Ξ

·

丫矗
。& Ω ·。+ ) + % &扩“,“”

,

令
&Ω、 +, 十

号
·

了警
Π一Ξ

一
Ν 4 ∋ !0 5 & − ∃ ∃∃ + 2;Φ < & Ψ %> +姿,

零〔&
Ω %。+∗ + % & Ψ%> +锡

+〕
,

Ε

!丫
于

∀丫

;一Ξ
%
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、

、
产、

、⊥
、、⊥,#,山凡χ一�

沪5碑�
⊥气、_、
、了
了、

δ ΩΒ ,、〕> , � �?ΞΦ 、 一

今
·

了粤
。<
·。?。? Ν

令
·

丫雾
>=
·。?。

Ν

令
·

丫平
。><

·。?。
? Ν >=

·“,”
?,

十  
·

丫矗
Β >;Ν 。?、

? Ν >=一 ?。
?〕

·

因为> � � �? 是 ; Ζ >∀? 群的正则表示
,

>� �? 中的 Φ 个算子一定是群链>∀ ⎯ ?的生成元
6

如果我们令

Ζ禁”一 召万 δ Ω Ο � � Τ>川
#?Ξ左Ι

,

>及一 # ,  , Ε , 斗?

则 2华 之间的对易关系即为>� Φ ?
6

由第一节中的讨论可知

Ζ 毕, 一 丫万δ ΩΗ#丁Τ >川
�?Ξ#, , ϑ紧, 一 了万 δ ΩΟ #ΗΨ>川

#? ΞΕ。
,

为 ∀ 0 >∀ ?群的生成元 Κ

Ζ染, 一丫万 δ Ω>一丁Τ> � � � ?Ξ一二

为 ∀ 0 >Ε ?群的生成元
6

采用 Ο Ε Τ中的定义
, ; Ζ >∀ ?

, ∀ 0 >∀ ?
, ∀ 0 >Ε ? 群的二次 ε 9;

油 ΧΗ 算符为

) , Β 。>, ? 一 ∀ 见 >一 ‘?“
·

Ο反Τ
‘“>Ζ “

,
·

ϑ “ ,
?驴

, ,

>� Φ ?

人二 �
一
 

一

Ε 一Φ

Θ _、7 Ρ , ? 二 ∀ 艺 >一 ‘?“
·

Ο互Ψ会>。
‘“,

·

口‘“,
?驴

, ,

无[ �
,

Ε

) _; 7 >Ε ? [ 3
·

3 ,

>� ∀ ?

>� � ?

>� ⎯ ?

其中

3 , 一 丫而Ζ 黔
6

>�ς ?

如果相互作用的 % 9Ι Χ#Δ7 :Χ 9: 可以表成

万 [ ε Χ )二; ϑ >, ? Ν ; 二Θ Β ∀ 0 >, ? Ν 。, Θ Β ∀ 0 >, 〕,

>� ! ?

则在 ;Ν
,

<Ν
, = Ν

所生成的玻色空间中
,

按照群链

; 2 >�∀ ?〕; Ζ >∀ ?〕∀ 0 >∀ ?〕 ∀ 0 >Ε ? >⎯ 0 ?

分类的态即为本征态
,

可用量子数

ΞΟ , Τ>/
,九从?>留

Β即 Β

?3
Κ 9
? >⎯ �?

标志
6

其中 Ο, Τ 为 ; Ζ >�力群的全对称表示 Κ >/
(/刁/Ε /月?为标志 ; Ζ >∀ ? 群不可约表示 &7 Ζ: =

图的配分 Κ >哟。
 

? 标志 ∀ 0 >劝 群的不可约表示 Κ 3 为角动量 Κ 。 表示所有其它附加的量

子数
6

在上述本征态中
, Θ 9;Χ Ι ΧΗ 算子的本征值为囚

ΡΘ
Β ; ϑ >∀ ?

? 一 Ο/#
>/

, 一 #? Ν 九>九一 Ε ? Ν /Ε>/Ε 一 ∀? Ν /,
>/
。一 ⎯ ? Τ 一 一  ∀ :

∀
>⎯  ?

其中
: Μ /# 十 九十 χ9 Ν 八

6

, Μ 、

�
]七 8; 7 >, ?夕一 一 Δ留 �又留 #

 

Ν Ε ? Ν 即Β

>留
Β
Ν 一? Τ

,

>⎯ Ε ?

>⎯斗?
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ΡΘ Β ; 。>Ε ?
? 一 乙>乙 Ν #?

6

ς ∀

>⎯ ∀ ?

能谱公式

Ρ% ? φ
。,

干
Β χ#>Η

,

一 � ? Ν Η
_

>Η
Β 一 Β ? Ν Η

Β

>Η
, 一 , ? Ν ΗΚ

>Η
Κ 一 ⎯ ?Τ 州

星

共迎3 ?

Ν 。Β
·

生 Ο。 �
>Ζ,

, Ν Ε ? Ν 。Β

>Ζ,
Β Ν #? Τ Ν 。Ε Β >乙 Ν #?

6

 
>⎯� ?

从 ; 2 >� ∀ ? 的全对称表示 〔, Τ 向 ; 2 >∀ ?约化时
,

除全对称表示外
,

还会出现非全对称

表示
,

所以 ; 2 >∀? 的不可约表示要用 &7 Ζ: = 图>/#九从?标志
6

这是和 ∗
咖

9 的 ∋ 2 >� ?〕

; 2 >力 极限不同的地方
6

四
、

2 >�∀ ?。2 >�Φ ?。∋5 >∀ ?。 ∀ 0 >Ε? 对称性

八
⊥、,沙、
、

⊥
、

8⊥

�!Ε’不今>Τ伍佃口

由第一节中的讨论可知
,

><叼?禁
,

>夜一 0一 Φ ?

>=
Ν 9?势

,
>友一 0一 ς ?

><
Ν 9?势

、

>反[  一� ?

>=佗 ?势
,

>夜[  一‘?

为 Ζ >�Φ ?群的生成元 Κ 由第三节中的讨论可知

Ζ 疑, 一 ><
Ν 8?疑

, Ν 了百 >=
Ν宫?呈

, ,

嵘
?

一 粤><佗? ? Ν 咨
·

丫石 >=
Ν
助黔 Ν 县

·

丫而 Ο> <Ν 助卿 十 >=叼? ? �
6

丫 丫 ⊥

、
,
了、

,
夕

一洲6α护门了行了∀‘、
、
∀‘、

为 ϑ Γ &力群的生成元 )

Θ 华 一 & Ω% 动纷十 了万 &扩动黔

为 ϑ Γ & ; + 群的生成元
�

因此
,

在 8 & ∃ , + 群中可得群链

Κ & ∃ϑ + γ Θ & ∃Δ + γ Ρ , & ϑ + 〕ϑ Γ & ; +
�

如果相互作用的 [>Λ 8.,7 ∴>7 可以表示成

[ Σ Α , η !。& ∃。+ % 。∗ η圣
。& ∴一+ % 。; η − 、。& ϑ + % 。) η Μ 、。 & , +

其中 ? ∃Θ& 、》为 8 & ∃ Δ + 群的一次 η >Α诵∴0 算符
∗

? !。《) + 一 艺 Ω言Ω
。 % 艺

Ψ森Ψ
。 ,

则在群链& Ξ Ξ +的分类下
,

可以得到本征态

3∋_ 5
, 7 Ω % , ∗ ,

&。 ∃留−

+ Ι , > + & Π Γ +

其中
, Ω 十 , ∗

表示 Ω 玻色子与 Ψ 玻色子粒子数之和
,

标志了 8 & ∃Δ + 群的全对称表示 ) 。 为

在群链& Ξ ϑ+ 的分类下
,

所需要附加的量子数
�

本征值

&月Ο 一
Α ∗ & 7 Ω % 。 ∗ + % 。−

& 7 。 % , Ψ

+
, % 。,

·

% 留−

&留
∗
% ∃ + 5 %

。、乙 & Ι % ! +
�

∃
, ∀

�
, 、

二 ∋ 即!又即∃ 刁
一  +

−

& Π ∃ +
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当玻色子总数 , 一定时
, : < Ν , Β

可以取值

0 , # ,  
,

⋯
,

,
6

因此
,

>ς �? 中的第一项为简谐振动的能量
6

五
、

和实验的比较

; 2 >�∀ ?〕 ∋ 2 >Ε ?极限
, ; 2 >�∀ ?。; 2 >∀ ? 极限和 2 >�∀ ?Γ 2 >�Φ ?极限中的 %9Ι Χ#Δ7 : Χ

φ

9 : ,

分别和 ∗ Η
如

9
理论中的

‘

;ϑ >�?。; Ζ >Ε ?
, ;2 >� ?〕 ∀ 0 >� ? 和 Ζ >� ?〕 Ζ >∀ ? 极限中的

% 9#: Χ# Δ7 :Χ 9: 形式相同或者很相象 Β

‘,
8

(≅Α Ξ
‘ ,

甘
’ ‘

(≅Α
(

6

2>� ?。2 >∀?习 ∀ 0 >∀ ?。 ∀ 0 >Ε ? 极限

% , � ,
)

, “>, ? Ν ς Β
)釜Ζ >, ? Ν ￡Ε Θ , ∀ 0 > , ? Ν ς 一) _ Β 7 ‘, ?

(δ
6

;Ζ >�?。;Ζ >Ε ?。∀ 0 >Ε ? 极限

衬 [ 一 ‘∴
·

∴ 一 ‘,

3
·

3 [ ε , ) _ ; “> , ? Ν ς  
)

 Β 7 > Ε ?

δδδ
6

;ϑ >�?。 ∀ 0 >� ?。 ∀ 0 >∀?。 ∀ 0 >Ε ? 极限

% [ 日(
Θ

_ ;7 >‘? Ν 旧_
Θ

_ ;7 > , ? Ν ε , Θ
 ; 7> Ε ?

�
6

口>� ∀?。 Ζ >�斗?。 ∀ 0 >∀ ?。 ∀ 0 >Ε ? 极限

% [ ε Β
Θ

Β “> Β 一? Ν ε ,
Θ 贾Ζ >Β 一? Ν ς Ε

Θ
Β ∀ 0 、, ? Ν ς 一Θ

Β ∀ 0 > Ε ?

��
6

;Ζ >�∀?。; 2 >Ε ?。∀ 0 >Ε ? 极限

月 [ 一 。=
·

= 一 ; ’

二
·

忍二
ς ,

Θ
Β Β 。> Ε ? Ν “ _

Θ
_ ∋ 7 、, ,

δ#δ
6

;ϑ >� ∀?。∋ Ζ >∀?。 ∀ 0 >∀?。 ∀ 0 >Ε ? 极限

% [ 吕一)
_; Ζ >, ? Ν ε Β

Θ
_ ;7 > , ? Ν ς Ε

Θ
, ‘7 > Ε?

表 ( 2 >� ∀ ? 的全对称表示 Ο∀ �按群链 2 >� ∀ ?。2> #Φ ?。Ε 0 >∀ ? 。 Ε 0 >Ε? 的约化

2 >� ∀? 2 >�Φ ? ∀ 0 >∀ ? ∀ 0 >Ε ?

>>>。
� ,
。

 

???
称吞吞

ΟΟΟ0 ΤΤΤ >5
, 7 ??? 000

ΟΟΟ #ΤΤΤ > 
,

5??? 000

ΟΟΟ 」」 >Φ
,

0??? 000

///Ε」」 > 
,

 ??? ###

ΟΟΟΦ ΤΤΤ >�
,

0 ??? 000

ΟΟΟ∀」」 >ς
,

0 ??? �
666

>>>>>�0
,

0 ??? 000

#########

         

000000000

#########

         

000000000

#########

         

ΕΕΕΕΕΕΕΕΕ

由于引人了 = 玻色子
,

表示空间扩大
,

这给态的标志增加了麻烦
,

但是
,

可以包含比较

多的谱项
6

在 ∗ Η让: 9
的理论中

,

当玻色子总数为 , 时
,

角动量的取值只能从 。一_,
,

而且

其中不包含 3 Μ # 与 _, 一 � 的项
6

引进 = 玻色子后
,

角动量的取值能从 0一 Φ,
, 3 Μ �

与 _, 一 � 的正宇称项也能够得到说明
6

因此
,

大角动量项与 #Ν 项
、

>_,一 �尹 项能谱的

出现
,

可以看作为存在高角动量玻色子的信息
6
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例 � 增)<
,

�

寒< , 的玻色子总数 , 一 , ,

在 ∗
面

9 的理论中不能描述能谱中的 !Ν 项与 � Ν 项
6

因为 半) < , 位于壳层的开始部分
,

故试用 Ζ >� , ?〕 Ζ >�幻 极限来近似描述它的能谱
6

Ζ >� , ? 的全对称表示 Ο ∀Τ 按群链

ϑ >�∀?。 Ζ >�Φ ?〕 ∀ 0 >∀ ?〕∀ 0 >Ε ? >⎯ ⎯
‘

?

的约化见表 �
6

Ζ >�Φ ? 的全对称表示 ΟΕ 一∀Τ 向 ∀ 0 >∀ ? 约化时
,

我们只列出了 ∀ 0 >∀? 的

。 Β 最大的全对称表示
6

只要>ς �?式中的参数
Β , Ρ 0 ,

可以认为这些表示所给出的能级比

较低
6

记
, <Ν

Β
Μ , < Ν 。 , ,

当我们只考虑 ∀ 0 >∀ ? 的对称性最高的全对称表示 > 勺
Ν Β ,

0? 时
,

能谱公式>ς �?可以改写为

Ρ% ? 一 。� , < Ν Β
Ν ; Β 。吞Ν

Β
Ν Β Β

·

。< Ν =

> 
, < Ν ‘ Ν Ε ? Ν 。。3 >乙 Ν #?

一 。: < Ν =
Ν �。二Ν

,
Ν ; 73 >3 Ν #?

6

>ς  ?

其中
。 [ 。� Ν Ε ∀ ∀ , Λ 一 。Β

Ν �∀ , 6

>ς Ε ?

取
。 Μ � Ε ! Φγ ε4

6

Λ Μ 一  ∀0 6Ε γ εϑ
6

‘Μ �⎯ 6∀ 0γ εϑ
6

计算所得的 奢) <、 的能级如图 � ,

表

 所示
6

这里只调了 Ε 个参数
,

理论和实验的符合是满意的
6

∀0 00 二 εη∃ Η
。一Ν 6
〕

Ω孟车二 〔Ε , , ,

‘
! Ν

ι

巩
>物 Υ 晚? , ‘ 气、

·
0 ?

Δ7 #6 ι

Ν

Ν

[ Ο  �ς 声一φ

��Φ∀
冬口 ?闷

 Ν

一
盆李

一 Ο# Τ魂扛一φ

⎯ 产ι
右才一� 犷一

Φ 夕ϕε

φ
Ε 尹φ心犷 5产—

仑厂一

 产
—

户引们们:2/#八“0今�∃

图 Ε 8 & ∃ ϑ + 〕 8 & ∃ Δ + 极限下 拐
‘η Ω

, ∗
的能谱

参数
> 二 ∃ ; Υ Δι ς Κ ) ( 二 一 − ϑ Γ

·

; ι ς Κ ) Π )

‘ !夕
�

ϑ Γ ι ς Κ
�

例 −
’

架班
∃,

喂[ ⊥!
,�
具有转动谱

,

它的能谱中有 ∃% 项
�

喂斑训 的玻色子总数 _ 一 ∃ :
�

Α Θ & ∃ϑ + 的全对称表示【∃:5 向 Ρ 8 & ; + 约化时可得

∋ ∃: 5 < & : Δ
, , + Γ & : Γ

, − +由 & ϑ Π
, ; + Γ & ϑ :

, Δ + Γ ⋯ & Π斗+

由此可得 令[ ⊥! ,� 的理论能谱如图 − 所示
�
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表  2> �句。2> � Φ ? 极限卞 措) <,
Β

能级理论值与实验值的比较

3 ,
+

Β β
>γ

7 ϑ ? 石
Β

斌>γ
εϑ ? 3 6

+
Β 、
>γ

ε 4 ? +
ε

, >γεϑ ?

0

� Φ ς

 ∀   

 � �呼

 Φ ! 

 ∀ 0Ε

 � � Φ

Ν十Ν
6� 傲

了0
�‘2
�

#斗! Φ

� ς ! Ε

�!  !

 ! 0 !

Ε0 Φ夕

Ε 0 ς呼十ΝΝ
口孟

6
二_

加了000曰

Ν十ΝΝ6
上,‘‘几 

:2,‘Φ,
肠

Ε 0 Φ Φ

 �Ε ⎯ Ε � ς! Ε Ε� ⎯

ΝΝ
之 5Φ

 �Ε ! Ε ∀ 0 Φ

Ε ς , Φ

Φ � ∀ !

呼� �

 Ε � ΦΦ Ε �

>Φ ,Ν?   ⎯ ! Φ � � 0

、
尹ΝΝΝ

6几#
‘

�!0,‘
了Η、百且,

�

产刁6 州�   ‘ϕκ 0子,、λ
,�Ι78,、,、‘曰 

马臼了,立,Ζ⊥,

, �,�,‘,‘,乙

%%
�几里;

目」

参数
>

, ∃; Υ Δ ι ς φ
�

占 , 一 − ϑ Γ
�

; ι ς φ
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玻色子总数 , 簇  时
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态可以标记为

#Ο, 8>/
Β ,

九
,

/9
,

/。?>, , , 。Β

?3 Α ?
6

当能谱公式>⎯ � ?中的参数取成
。、一 � �⎯ γε ϑ , 。Β Μ ⎯0 γε4

的能谱数值和实验的比较见图 Φ
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