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裂 变 的 布 朗 运 动 模 型

胡济 民 钟 云 霄
>北 京 大 学?

摘 要

本文将裂变过程看成为一多维的布朗运动
,

求得普朗克
一福克方程适合于这

一核过程的稳定解
,

并计算了单位时间内的裂变几率
,

将计算结果与玻尔
一

惠勒

理论作了比较
∋

对
≅Α8 裂变所作的数值计算表明

Β
此模型主要特点在于考虑了

粘滞性对裂变几率的影响
,

据现有对裂变粘滞性的估计
,

这种影响将使裂变儿率

减小 ≅∀ 务一(∀ 外
∋

从经典物理看
,

在裂变过程中
,

复合核只能通过无规的变形运动而到达鞍点
,

这种无

规运动是由核的内部运动和集体运动的藕合而引起的
∋

如果只研究在给定的形变 >如鞍

点?附近的运动
,

并且认为在运动方程式中形变速率的平方项可以忽略时
,

则可选择适当

的形变参数 杏
Χ

⋯言
。 ,

使 夸
、

的运动方程可以写成下述简单的朗之万方程
Β

“Δ Ε“
、
Δ

器
一 4 ‘

>
Φ ,

二
’

, Γ

式中 4 ‘

>Η ? 为无规力
, Ε 省

‘

为粘滞力
,

Ι 为形变位能
∋

如以 ϑ >夸
Κ ,

率的几率分布函数
,

则 砰>夸
Κ ,

雪
‘

?满足普朗克
一福克方程 Λ&Μ Β

>� ?

舀
Χ

? 表示形变及形变速

己Ν
∋

戈, Β
5Ν 。 5∃ 5Ν

一灭一一 十 尸
,

幻 一二下一 一 乙 下二
一 一二下一

5 Η 气
∋ ∋

口夸
‘ 5夸

‘ 口互
‘

一 万
立 >Ο

‘

氨叫 十 ” Ο ‘

;参
>≅ ?

方程 >�? 和 >≅? 和布朗运动的方程式是相同的
,

因而很早就有人提出用这种模型来处理

裂变川
,

并在稳态的近似下解决了一维位垒的穿越问题
∋

在我们的工作中
,

将进一步考虑下面两个问题 Β �
∋

核的变形运动是和内部运动紧密

联系在一起的
,

因此要考虑总的能量守恒和总的相空间 >包括内部运动? 的体积问题
∋

这

和一般的布朗运动有区别
,

只有考虑到这一点
,

才能和玻尔
一
惠勒理论

〔习 做确切的比较
∋

≅
∋

核的形变是一多自由度的运动
,

应考虑在多维情况下方程式 >≅? 的解
∋

在平衡情况下
,

根据经典统计
,

原子核处于形变夸
,

动量 尸。的几率正比于

Χ Χ >
。
? �� 、夸

、

护
‘,

>� ?

式中火>
。
? 为核处于形变 夸

,

激发能为
“ 时的内部运动能级密度

, 尸Χ
为与 杏

,

相对应的 动

量
,

对于我们所采用的形变参量 若
, Π 、一 鉴

‘∋

本文 � Θ ! 年 �≅ 月 ≅� 日收到
∋
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� 戈, 君, , , , , 、

Ρ Σ ! 。一 — ≅
,

断 一 犷 9Τ 少
,

Ε #Υ尸
>( ?

式中
。。为核的总激发能

∋

如定义

, ς Ω ; Π>
。
?Ξ

一 ‘ς ‘ς 、

�

一 、一气万= 一
Σ � 尸气己 Ω ,

Ξ 口Ρ Ω
>6 ?

并忽略 7 关于 夸
‘

及 雪
‘的微分

,

则很容易证明

Ν 一 Π >
。
?

,

>Ρ ?

即为式 >≅ ? 的近似平衡解
∋

正因为这样
,

才使得布朗运动模型和平衡统计计算的裂变几

率联系起来
∋

现在我们仿照 汇&
,

≅� 的方法来求对应于穿越裂变位垒的解
∋

令在鞍点处的 形 变 对

应于 夸
‘

Σ ∀ Χ 并以足标
Ψ
表示对应于鞍点处的各种物理量

∋

则在鞍点附近
Β

、∋了、∋产勺Ζ八八�
了了、了、� 。 , , , 卜

犷  犷 ,

宁 — 乙 ! ‘�∀ � ∀ 萝,

#

∃ % 。& 一 , % 。
。

一 ∋
,

& (
。卜李% ∋ 爹, 十 ∋ 。

‘,。
‘

。,& ) ∋
,

�
∗

+ , −

在鞍点附近
,

令

.  / , % 。& 0 % 1
,

鉴&
,

% ∀ &

0 应满足的边界条件是在鞍点的两侧应分别趋近于 2 %鞍点的里侧& 及 。 %鞍点的外侧 &
∗

以 % ∀ & 代人 % # & 得 ∋

、、夕、∗夕、,尹

3
,�,‘�互

∗ ∗几, ∗几
了
‘
、

,、
、‘了、

、二 , ∋
4 0 、, ,

令
“‘

瓦 一 会

, , ,

口0  
! ‘护1 了

—  5

口省∃

、, ,  6
, 0

之与 乙 ‘一了万
‘ 7 彭

, ‘, 。 止
4 0

一 之曰 乙 ‘白 丫, 丁
∗

‘ 7 杏‘

令

并设 0 为 刀

令

刀  艺4 ‘杏, 一 艺8 ‘

夸∃

的函数
,

则 % � 9& 式化为∋

:
一
军‘

∃
“一 艺

4 ‘。‘,夸, ; 艺 , ,

爹
‘4 ‘

〕斋
一 <

%万
, ‘·,

&餐
·

一 艺 “8
‘

一 艺
4‘= ‘,夸, ; 艺 > ‘

舀
‘4 ‘  ∃ ?万4 、

舀
‘

一 艺8 ‘萝
‘

≅
,

比较系数可以定出
∃
及

。‘、 8 ∃

的值来
∗

不难证明
∃
应满足一个 #3 阶的代数方程

∗

由于

是鞍点
,

行列式 Α5=
‘

Β22 Χ 9
, ∃
一定有负的实数解

,

我们应选取一个
∃ 的绝对值最大的负

解
∗

%此解对裂变几率的贡献最大& 为了以后计算方便
,

我们取归一化条件为

艺
4圣一 ‘

并选择
4 ‘, 乡‘的符号

,

令在鞍点里侧 刃、 /Δ
,

在鞍点外侧 刃” 一 /Δ
,

并令

‘ 一 一
艺4
圣,

、

我们得到
一 , 、

厂万一 Ε
, 一

丹
“ ,

户 又刀夕一
、
了二一三二 �

/ 4 “
。

= 名介 � 夕一。
% �Φ &
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为了计算越过位垒的几率
,

我们需要用一组固定的形变参量 Τ
、,

我们将假设在鞍点

处 乙
‘

Σ ∀ ,

这并不影响计算的普遍性
,

则对应于这组形变参量
,

在鞍点处的质量矩阵为

: Χ,
,

粘滞系数矩阵为 Ε Β,
,

位能系数矩阵为 川 ,
∋

互
‘

与 杏‘之间的关系为
Β

乙
Κ

Σ 茗; , ,

杏, ,

刃
; ‘, : Β,

; Κ ,

一 占‘
, ,

艺
; 、, Ε Β

Κ ; Κ
,

一 占‘
Β

Ε ‘, 万; ‘, ∃ ΧΚ
; Κ ,

Σ ∃ ‘, ∋

在鞍点处经过一个正交转换
,

可将矩阵 斌[对角化
∋

“ 一 艺 ∴
‘,] , ·

艺 ∴ 、, ∃ Χ沪Κ
Β

一 ∃ Β
’

。‘
, ,

式中 万 ∴ ‘, , 、
Β

一

夕
,

互 少

由于是鞍点
,

我们得到
�

洲
‘

⊥ ∀
,

而所有其它

_ ‘

一 茗∴ , , ; , #夸, ,

/ Χ ,

为
。 , ,

的逆矩阵
∋

我们对 夸‘进行一次正交变换 蚕
‘

一 艺

Ι Β
‘

均大于零
∋

舀, Σ 万/ , ,

∴
,
#] , ,

. ‘, 刀, ,

也可以使 ∃ ‘, 对角化
Β

艺 ∃ ‘,

互
、

杏
,
一 一 。⎯Β Β Δ 艺

。 ΒΒ Β
,

‘α [ β ≅

。 ≅ , 。 � ,

⋯
, 。

,

为在鞍点的振动频率
∋

体系处于 菇
、,

时
‘

间的几率为

, 一 ϑ && 、爹
‘

�� 、。
、

一 、 && Ζ爹
‘

Γ 、_ ‘

斌丽蔽不
Χ

� 二 & Χ ‘ �

单位时间内流过鞍点的几率流为
Β

χ尸

χ Η

一 戈
,

邵了丽丽丽 �� 、爹
‘

Γ 、_ ‘

一 艺 ∴ , , ; , ,

雪,、丫丽顽不�� 、舀
‘

��
、_ ‘Χ

>�( ?

δ � 6 ?

>� Ρ ?

>�劝

>� ! ?
宕β − δ β ≅

式中 Ψ−: Β ,
�Ψ为质量矩阵 : Β , 的行列式

,

对 爹
‘

及 _ ‘

积分
,

我们得到单位时间的裂变几率

, &, ; , ,

曹
,

、 了而歹而 Γ 、爹
‘

�� 、_ 、

[ β � 亩二 Ε

艺。一一

ε
Β ς ς

、
ς 了 ς , , 、

>≅ , 乙?
·

φ一了一 Ω

令
“ ’‘“ ‘’“ ’

Ω
尸、 己。

一
4 ‘Ω 一飞万一 丫不砰落下丫

⎯⎯材 Β#⎯�
>�  ?

式中

一

击
,

Β 一

鑫贵>粤
占
·

‘一“
‘

?
’,

ς 丫α4 Χ
,

� �

−。
,

⎯ 。≅

⋯
。

, ’

核处于力学平衡态 互
、
一互

‘。

>即位能极小处 ?附近的几率为>据式 >� � ?
,

这里 4 >动Κ &?
Β

ϑ Σ γ 夕>
。。一 #

? 一
γ Π >

。∀

?
Υ 一‘Ω 7 。 ,

一

合万>登
十 水 Χ田

砒
、
一 卿〕

规定
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∀’?川圳

得到

式中 。‘。

扮立
χ)武

寸一 ‘
,

生 一 , 。>
。。
?

∋

些纽亚匕
∋

功一。

⋯
功

件。

为平衡态附近的振动频率
∋

代入 >� ? 式得

乃一 艺 乡&‘; “; ‘
户>

。。 一 4
,

? �

户。>
。。
? ≅ ,

‘黝
” ς

φ
Ξ7 。Ω 丫

δ 丫不不了。
。

⋯
。‘

� Δ δη �∀
�

� ∀ ≅

⋯
。

,

根据玻尔
一
惠勒理论

,

单位时间的裂变几率为

。 � , , , Ξ

,

灼
η

Σ 丁一 , 二一下 Π 又￡口一 4 了

夕� , ∋

ι )5 戈Ρ ∀
少

考虑至。集体振动自由度
,

。>、 应变为 )∀ >
￡
∀?
>Η?

”

示低
。 ,

?
>令?

”一‘
∋

示
二百

,

因此
,

>, ‘, 应改”

, Π >
。。一 ∃

Ζ

?应改为Π >
。。一

Γ & Ω 7 八
”

犷绍 Σ — 龟一 ,

≅ 河 Ξ7 5Ω

田 ≅

⋯
勿

月

功�∀
’

二 功
” %

故

立 Σ

)α
η

在一维的近似下
Β

)α
ς

马
η

这就是 ϕ Φ; κ ΥΦ# 的结果切
∋

>粤
Χ

�‘

一?丫蕊镖
·

Β

>斌

二
一 ;?

,

一谕
·

>≅ ≅ ?

>≅ � ?

为了获得一些数值上的概念
,

我们对复合核
≅“8 的裂变用液滴模型进行了具体的计

算
,

选用了 晰
ΥΦ#

一

#ϑ [; ΗΥγ λ[ 的质量公式和参数 Λ(�
∋

关于形变选用了文献 Λ 6Μ 的选参量的

方法
,

用柱坐标
户≅

Σ 左>Τ圣一
≅ ≅

? Λ雪
≅ Β ≅

一 Ο雪
Β

Τ
。Β Δ 互了>& Δ 杏呈一  

≅

? Μ
,

式中

“ 一

亩
>‘十 端一 。

·

!姚?
一‘

是保持体积为
誓
的因子

,

条为非对称形变的参数
,

它的值决定断裂时两碎块的质量比
·

我们只考虑雪
�

和 雪
≅

两维的布朗退动
,

把 互
�
取为一系列固定值

,

来研究不同碎块质量比时

的裂变几率
∋

计算所得 )δ Ω )α
,
的值如表所示

表中 刀的单位为

斌核质量 ϕ 球形核表面能 Ω> 球形核半径? ,

对 娜μ , , 的单位为 Ρ
∋

Θ� _ &% ” : Υ∃ 一#Υ γ一 γ

扩
� ∋

有人 估计这 类裂变核的 粘滞系数为

�∀ “:ΥΙ
一 #Υγ 一γ κ 一 , ,

相当于 ∀
∋

∀ �6 个单位 Χ 丫为对应于 互
�
值的碎片质量比

∋

表上最后一行
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)δ Ω)&
。

值

粘滞系数 刀

Ξ补Ξ
∀ � 】 ∀

∋

∀ �6 ⎯ ∀
∋

∀ ≅

∋

Χ 丫 ΞΞΞ⎯ ⎯ ⎯ ⎯ φ φ
∀ �

∀
∋

∀ ≅ �
∋

� Ρ

∀
∋

∀ ( �
∋

� 6

∀
∋

∀ Ρ �
∋

6 !

∀
∋

∀ ! �
,

! Ρ

∀
∋

� ∀ ≅
∋

≅ ∀

一 维 近 似

�
∋

∀ �≅

�
∋

∀ � �

�
∋

∀∀ 6

�
∋

∀ �(

�
∋

∀ �(

�
∋

∀ �Ρ

�

∀
∋

!Θ �

∀
∋

!Ρ  

∀
∋

!Ρ  

∀
∋

! Θ �

∀
∋

! Θ �

∀
∋

!Θ Ρ

∀
∋

! ( ≅

∀
∋

! �∀

∀
∋

!∀ Θ

∀
∋

!∀ !

∀
∋

!∀ !

∀
∋

! � �

∀
∋

! �6

∀
∋

Θ Θ �

∀
∋

Ρ  !

∀
∋

Ρ  斗

∀
∋

Θ ∀ �

∀
∋

Ρ  Ρ

∀
∋

Ρ   

∀
∋

Θ ∀ �

∀
∋

Ρ 6 Θ

∀
∋

Ρ ( !

∀
∋

Ρ ( (

∀
∋

Ρ (6

∀
∋

Ρ ( Θ

∀
∋

Ρ6 ∀

∀
∋

Ρ6 (

∀
∋

Ρ ∀ �

Θ6洲Θ(Θ6乃乃力

为用公式 >≅ �? 计算的结果
,

对不同的 互
,

值计算结果基本是相同的
,

因此表上只列了一行
∋

从表上可以看出
Β >[ ? 当 刃 Σ ∀ 时

,

布朗运动模型的结果基本上和玻尔
一
惠勒的平衡

统计理论是一致的
,

仅当粘滞系数较大时
,

才有较大的差别
,

而这种差别估计不 过 在

≅∀ 多一(∀ 务 之间
∋

能够考虑粘滞力对裂变几率的影响是这模型的特点
∋

>[[ ?对不同的碎

块质量比
,

比值 )δ Ω )&
。

是基本上相同的
,

并且和一维近似也很接近
∋

由此可以推测
,

碎块

质量比例不同时裂变几率的差别似乎主要由位垒高度不同引起的
∋

应当指出
,

这种近似计算
,

仅当 Ι
Χ

比 7
二

大
,

单位时间内裂变几率较小的情况下才能

应用
,

因此如文献 【Ρ� 中将这种近似应用于高激发态或裂变位垒很低的情况是不合理的
,

这一点已有人指出来了
,

在后一种情况下
,

应该解含时间的普朗克
一
福克方程川

∋

这类问

题还有待于进一步探讨
∋

附录 关于穿越鞍点几率

为了说明方便
,

我们采用布朗粒子运动的说法
∋

以 ,
维矢量 ] 及 ) 分别表示粒子的

位置及广义动量
∋

设 。为鞍点 >取作座标原点 ?
, γ 为位能极小点 >力学平衡点?

,

并令 凡

为在 。点位能极大的方向
,

在 。点
,

其他方向位能均为极小
,

则在 。点附近穿越 ] Χ

Σ ∀ 平

面的粒子均可以为是越过鞍点的粒子
∋

如粒子的分布函数为 砰 >]
,

) ?
,

则在区间

]
,

] 十 χ] 及 尸
,

) 十 χ 尸

的粒子数为
Β

ϑ >]
,

)? χ] χ )
∋

设粒子在 _ Χ

方向运动的速度为 戈
Χ

>为 Π
Χ

⋯尸
,

的函数 ?
,

则在 △ , 时间间隔内穿越 _ 工

Σ ∀

平面的粒子数为
Β

Ν >]
,

)?
_ Β

剑χ Π >戈
&△,

? Γ
χ ] ‘,

因此在单位时间内穿越 ] ,

Σ ∀ 平面的粒子总数为
Β

)δ 一

⎯⋯φ
、

�

、>Π
,

] ?
· ,

同‘Π

立
‘] ￡,

>/ −?

此即文中式
∋

>� ?
∋

严格说 ] Ε

⋯ ]
。

的积分区间应限于鞍点附近
,

但因在 ] ,

Σ ∀ 的平面

上
,

对任何远离鞍点的 ] Β

⋯ ]
,

的值
,

Ν 都很快趋近于 。 ,

因此可将积分区间扩展到一 γ%
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—
‘泊

为了使 >/ &?表示单位时间穿越鞍点的几率
,

ϑ 应满足归一化条件
Β

Ψφ
二χ) χ] 一 ‘

>/ Ε ?
) ]

上式积分应包括所有在鞍点里侧的区间
,

但实际上 ϑ 只在 γ 点 >力学平衡点?附近取较大

的值
,

因此在 >/ Ε? 中可以近似地取 γ 点附近的 砰 值
∋

根据我们约定的 4 >砂 的边界条

件
,
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实际上
,

如果不加归一化
,

则 >/ Ε? 左方的积分表示粒子总数
,

而 >/ −? 表示单位时间

穿越鞍点的粒子数
,

则单位时间穿越鞍点的几率为
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结果与上述相同
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